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KATA PENGANTAR

Puji dan syukur yang tiada terhingga selalu kami panjatkan kehadirat
Allah SWT. Hanya atas rahmat dan karunianNya kami dapat menyelesaikan
penyusunan Buku Kalkulus II untuk Mahasiswa ini, dengan judul
“KALKULUS 1II INTERACTIVE DIGITAL BOOK DENGAN MODEL
COLLABORATIVE LEARNING BERBASIS BLOG”

Buku mahasiswa disusun dengan maksud untuk memberikan pedoman
dan panduan bagi mahasiswa agar dapat mempelajari matakuliah kalkulus II
ini dengan mudah. Buku ini disusun dengan menggunakan aplikasi media
internet berbasis BLOG, sehingga mahasiswa dapat mempelajari materi
kalkulus II ini secara berkelompok dengan berdiskusi secara online melalui
media internet tidak harus melalui tatap muka secara langsung. Sehingga
dapat mempelajari materi kalkulus II ini setiap saat dengan mudah. Buku ini
menekankan pada penalaran mahasiswa dengan memberikan kegiatan aktif
yang harus dilakukan mahasiswa berupa kegiatan diskusi secara kolaborasi
dan hal-hal yang kontekstual untuk memudahkan mahasiswa mengkontruksi
dan menemukan konsep, rumus, dan prinsip secara mandiri.

Akhirnya, kami berharap semoga buku ini dapat memotivasi para
mahasiswa pada khususnya, dan pembaca pada umumnya dalam
mempelajari dan memahami matakuliah Kalkulus II, dengan harapan
mahasiswa dapat meningkatkan kemapuan berpikir kritis mahasiswa.

Kritik dan saran yang membangun dari para pemakai buku ini sangat

kami harapkan demi kesempurnaan buku ini.

Malang, Mei 2017

Penulis
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PETUNJUK PENGGUNAAN BUKU

Assalamu’alaikum wr.wb.

Buku “KALKULUS 1II MODEL COLLABORATIVE LEARNING
BERBASIS BLOG” untuk Mahasiswa Program Studi Semester II FKIP.
Materi di dalamnya disampaikan secara sistematis (teratur), sehingga
memudahkan mahasiswa untuk mempelajari. Agar mahasiswa lebih
mudah memahami setiap materi ini, berikut ini diuraikan model
penyajian buku. Buku ini terdiri atas 4 bab, dan setiap bab memiliki

bagian-bagian sebagai berikut:

[ Bagian Awal Bab: mengilustrasikan materi

e R Seasme yang akan dipelajari

- g =
. Setelah memnpelajani  mated i —
- e M ] 74 Komsep Irdeqeal Tak Tests
s v ||| 72 Aotibasi Tnteornt Tak Temts

2. Setelah  mempelajari  mates inl‘

ha o dapat %3 woal O

mtegral fimga aabar. .--“""“VV’"7-V"7""’7*"

3. Setelah jari maten s mahasiswa dap Jan e pada

bidang fiska, kurva (fi dan penyelesaian p £e ial orde
satu |

6. Setelah mempelajari maten ini mahasiswa dapat dcan i 112k tentu _r\ \
untuk lah dalam kebs seharihan. | \/

Tujuan Pembelajaran: menggambarkan
kemampuan dasar yang hendak dicapai dan
dikembangkan dalam tiap-tiap pembelajaran
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raaxonse !

) Jokohteg® KonsepIntegral Tak Tentu

~

Peta Konsep: memberikan gambaran
mengenai materi-materi yang akan
dipelajari setiap bab.

-

PENGANTAR

b—-—mwmmmmmhmnuu

’ﬁm-ukdqldu-ﬁh.

| Pada 1aat kits tegjebak kemacetas
apatial b merphitisg berspa jawak. Sam
Ilmcp- mobil kme” Salak sstexya deped
:luq decgea wregal Repunaan supal Bl
kbaaus wiegral tk tects dalem bedang fisdka,
adalak satsk menghous gk yasg dtezpuly W
;.hl modid yasg berialen decgan kecepates
tereary

A. LUAS DAERAH DENGAN KONSEP LIMIT JUMLAH RIEMANN
Menenuian luas dacrah dengan Romsep limit jumich Riemann dipat dnlusrasian

oieh Gambar 41 di bawab Lasgiah petama
yang . diddodan  adalah  membucl . partiid,
DRALARrRNGL, ... mintumiatdan.  dan
menghiung [

Misslian dacah yang dibatas oled grafik
fungs. y. = £ (x) yang koot pada [0, 6], dan
sumbu X, seperts Gamnbae 4.1, Bersiont i akan
badang dengan Ronsep dmit fumiah Riemaroy
1. Gambasiah daerabava

¥ v-M/

L 1)

|

cumberd —qa:}i—' ﬁ_ﬁ\,/

Bahan diskusi secara kolaborasi:
mahasiswa berkelompok untuk kerjasama
dalam memahami setiap materi kalkulus II,
yaitu berupa rumus/konsep/ atau prinsip.
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t| Teamlanimegraldusi [2xi-a2 do
Penyelesaian:
(/I’-ﬁnl wml-xd dun . d edve O \1

Substitasikan permizalan ke soal II: =% de, sehingza diperaleh
jz.r S L. j v du, denganrumus dasar di dapathasil integralnya

=. =

Hasil akhir ineegral o digan lagi dengan I-xz,sdibtggadﬁpmtc'hhﬁllmepﬂ:
\!ix [ - _,/} T_ﬂ

Tentukanlah setiap integral 1ak tentu dengan integral subtitusi berikut ini!

sa Jx m xdx
LT - Jes
. 5. feost2x~4)ax
g2kl 10. fxsin(x* - t)aix
3. flreesx 5
o 2x 11. [ cos(’ = aix
4 1'75.5’; 12. fx(F =37 Tax
=2 ~ Jx‘-lx—!
5. JaGxe2)7ax 13, [
x=1
x :
Ing‘wé‘ pe f-v-—-:.. S

Berisi soal-soal untuk mengukur
kemampuan akhir mahasiswa
dalam mempelajari materi setiap

~

Memuat daftar referensi
penulisan buku
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BAB I
INTEGRAL TAK TENTU

TUJUAN PEMBELAJARAN: o

1. Setelah  mempelajari  materi  ini

o)

FOKUS BAB:
1.1 Konsep Integral Tak Tentu
1.2 Aplikasi Integral Tak Tentu

mahasiswa dapat menentukan

pengertian integral sebagai anti turunan.

2. Setelah  mempelajari  materi  ini

mahasiswa dapat menyelesaikan soal \_/
integral fungsi aljabar.

3. Setelah mempelajari materi ini mahasiswa dapat mengaplikasikan integral tak tentu pada
bidang fisika, persamaan kurva (fungsi), dan penyelesaian persamaan diferensial orde
satu.

4. Setelah mempelajari materi ini mahasiswa dapat mengaplikasikan integral tak tentu
untuk memecahkan masalah dalam kehidupan sehari-hari.

PETA KONSEP

Konsep Integral Tak Tentu - Tok oh Integral

“.._Pengertian Integral Tak Tentu
=

TN o

INTEGRAL TAK TENTU

_Bidangn Fisika
Apliksi Integral Tak Tentu " Keluarga Kurva

“_Persamaan Diferensial




—

PENGANTAR

Kegunaan integral sebagai ilmu bantu dalam geometri, fisika, teknologi, biologi dan
ekonomi tak dapat disangkal lagi.

Pada saat kita terjebak kemacetan,
dapatkah kita menghitung berapa jarak dan
kecepatan mobil kita? Salah satunya dapat
dihitung dengan integral. Kegunaan integral
khusus integral tak tentu dalam bidang fisika
adalah untuk menghitung jarak yang ditempuh
oleh mobil yang berjalan dengan kecepatan

tertentu.

Blogs.ith.ac.id

TOKOH INTEGRAL

Tokoh yang pertama kali menemukan konsep diferensial dan anti-diferensial
(integral) dalam matematika adalah Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716). Leibniz
mendapatkan penghargaan dalam mengembangkan kalkulus modern, yaitu integral.

Integral terbagi atas dua macam, yaitu integral tentu -
, . Gottfried Wilhelm
dan integral tak tentu. Integral tentu adalah suatu integral yang LEIBNIZ

The Polymath
Who BroughtUs
Calculus

dibatasi oleh batas atas dan batas bawah. Sedangkan integral

tak tentu adalah integral tanpa batas atas maupun batas bawah.
Lambang integral diambil dari huruf pertama nama

Leibniz, yaitu huruf ”L”. Namun pada zaman dahulu huruf L

ditulis dalam huruf Latin yang indah, yaitu & atau Z, sehingga .' :

sampai sekarang dikenal dengan notasi [ .

KALKULUS Il BERBASIS INTERACTIVE DIGITAL BOOK 2
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Pengertian Integral Tak Tentu

Integral dan diferensial merupakan dua hal yang saling terkait. Pada diferensial, akan
dicari derivatif bila diberikan suatu fungsi. Sebaliknya pada integral, akan dicari fungsi

asal/fungsi primitif jika derivatifnya diberikan. Bila diilustrasikan sebagai berikut:

ﬁerensial
N 4

f(x) f(x)

\Integral

Proses menentukan fungsi asal/fungsi primitif bila diketahui derivatifnya akan
ditunjukkan dengan beberapa masalah pada tabel berikut. Silahkan diselesaikan!
Tabel 1.1: Daftar fungsi real dan mencari turunannya

f(x) f'(x)

x3

2 +1

x3 + 100

x3—-125

x3+\/§ .........

2
x3—=

3
x3+C, dengan C € R

Berdasarkan Tabel 1.1 di atas, dapat dipelajari proses kebalikan dari
diferensial/turunan. Secara umum, bila diketahui f'(x) = ......, maka tentukan f(x) = ........... .
Proses kebalikan dari diferensial/turunan seperti itulah yang disebut dengan integral, yang
dinotasikan: [ f'(x) dx = f(x) + C

Secara umum, fungsi F (x) dapat dikatakan sebagai anti derivatif atau anti turunan
dari fungsi f(x), jika F “ (x) = f(x) untuk semua x dalam domain f. Himpunan semua

antiderivatif F merupakan integral tak tentu f terhadap x, dinotasikan dengan [ f (x)dx.

KALKULUS Il BERBASIS INTERACTIVE DIGITAL BOOK 3



Definisi: Fungsi F(x) adalah anti derivatif/anti turunan dari f(x) pada interval I,

yang dinotasikan A4, (f) atau [ f(x)dx, bila F'(x) = f(x) untuk setiap x

Simbol j merupakan tanda integral, fungsi f disebut integran dan x adalah variabel
integrasi. Karena F‘(x) = f(x), maka: [ f(x)dx = [ F'(x)dx = F(x) + C. Dibaca, integral tak
tentu f terhadap x adalah F(x) + C. Konstanta C merupakan konstanta integrasi atau

konstanta sembarang. Jadi hasil dari suatu integral selalu ditambah C, sehingga integral yang

demikian disebut dengan integral tak tentu, karena memuat C (konstanta tak tentu).

BAHAN DISKUSI SECARA KOLABORASI-1.1

Berdasarkan rumus-rumus derivatif/turunan, maka dapat diperoleh rumus-rumus dasar
integral. Untuk memperoleh rumus-rumus dasar integral selesaikan masalah dalam Tabel 1.2
berikut:

Tabel 1.2: Daftar fungsi real, turunan, dan integral

f(x) f J ' (x)dx (Integral)

5 4
2x 10x j 10x* dx = 2x5 + C

x 1 fldxz x +C
1

~ 2 wdx= .. +C
2% f X

1

-3 o dx= .. +C
3% f

1

~xt o dx= .. +C
2* f

1
mx"“,n -1 f dx = +C
a
n+1 —
n+1x ) f dc= .. +C

n # —1,dan a konstanta

KALKULUS Il BERBASIS INTERACTIVE DIGITAL BOOK 4



Berikut ini pada Tabel 1.3, carilah rumus dasar integral untuk fungsi trigonometri,

siklometri, logaritma, dan eksponen seperti tabel berikut ini.

Tabel 1.3: Daftar fungsi trigonometri, turunan, dan integral

f)

sinx

COos X

tan x
cot x
secan x
cosec x
sin (ax + b)
cos (ax + b)
tan (ax + b)
cot (ax + b)
secan (ax + b)
cosec (ax + b)
arcsinx (sin lx)
arccosx (cos 1x)
arctanx (tan lx)
arccot x (cot™lx)
arcsecanx (secan lx)

arc cosec x (cosec™1x)

f'(x [ ' (x)dx (Integral)
cosx f cosx dx = sinx +C
—sinx [—sinxdx= cosx +C,
menjadi [ sinx dx = —cosx +
C
f dx= .. +C
f dx= .. +C
f dx= .. +C
f dx= .. +C
f dx= .. +C
f dx= .. +C
f dx= .. +C
f dx= .. +C
f dx= .. +C
J dx= .. +C
[ES—
xX= ..
---_ e
J . dx = w  +C
f v dx = +C
f v dx = +C
f v dx = +C
J . dx = v  +C

KALKULUS Il BERBASIS INTERACTIVE DIGITAL BOOK 5
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X
€ J . dx= .. +C

Berdasarkan Tabel di atas dapat diperumum seperti pada teorema-teorema berikut ini.

Silahkan buktikan teorema-teorema tersebut berdasarkan petunjuk berikut ini.

N

[
\ i Petunjuk:hasil dari suatu integral merupakan anti turunan,
. @, oleh karena itu cukup mendiferensialkan anti turunan bila
hasilnya sama dengan integrannya, maka teorema terbukti.

TEOREMA 1

Jika f (x) suatu fungsi yang dapat didiferensialkan dan n sebarang bilangan real kecuali -1,
maka [ x™ dx = ——x"*! 4+ C
n+1

TEOREMA 2 (Kelinearan Integral)
Misalkan f dan g mempunyai anti turunan dan k merupakan konstanta sebarang bilangan

real, maka:

a.fkf(x)dxzk ff(x) dx

b. f [FC0) + g(O] dx = f F)dx + f g()dx
e JIf @) — gGOldx = [ FGo)dx — [ g(odx

TEOREMA 3 (Aturan Pangkat yang diperumum)

Jika g (x) suatu fungsi yang dapat didiferensialkan dan n sebarang bilangan real kecuali -1,
maka [[g(x)]"g'(x) dx = ﬁg(x)”+1 +C

ATAU

n+1

Jika ditetapkan u = g(x), maka du = g'(x)dx dapat disimpulkan [ u™du = +c

n+1

KALKULUS Il BERBASIS INTERACTIVE DIGITAL BOOK 6



l Cek Pemahaman l

1. Tentukan integral dari [ x~3dx!

Penyelesaian:

- 1 _ —2
Gunakan teorema 1: [ x3dx = — x 31 =Z— 4
-3+1 -2

2. Tentukan integral dari [(3x* — 4x3 — 2x2 + 3)dx!
Penyelesaian:

GUNAKAN TOMBIMA 2: ettt e e,

3. Tentukan integral dari [ 3x2(x3 — 2)° dx!
Penyelesaian:

Kita gunakan Teorema 3 untuk menyelesaikan:
Misalkan u = x3 — 2, maka du = 3x*> dx — dx = :7”2 , kemudian substitusikan ke Soal,

sehingga dapat digunakan teorema 3.

du 1
f3x2(u5)§=fu5 du = gus +C

Ingat hasil akhir u diganti lagi dengan x3 — 2, sehingga diperoleh hasil akhir sbb:

1
J3x2(x3 —2)%dx = g(x3 -2) +C

4. Tentukan integral dari [ x2(x3 — 2)* dx!
Penyelesaian:

Gunakan Teorema 3 untuk menyelesaikan soal ini, seperti soal nomor 3 di atas.

KALKULUS Il BERBASIS INTERACTIVE DIGITAL BOOK 7



Cari anti turunan umum F (x) + C untuk masing-masing soal berikut!
1 f(x) = 4x> — x3
2. f(x) = x?(x® 4+ 5x% — 3x +/3)

4x° + 3x*
3.f() = ———

3 2
4.f(x) = X2 %3

V2x 3

5. f(x) ==—;?-+';§
Tentukanlah setiap integral tak tentu berikut ini!
6. [(5x* —m) dx

4x%+3x5-8
8. [x?(x®+5)dx
9. [xV2x2 —1dx

10. [(x +2)Vx2 +4x + 1 dx
Tentukanlah fungsi g(x), jika diketahui:

16. g'(x) = 6x?> +4x + 1 dan g(1) =5

1 1
17. g'(x) =x—ﬁ dan g(2) =4§

18.9'(x) = \/E—% dan g(4) = 3%

Buktikan rumus berikut:

11. [(x® — 2 sinx)dx
12. [ sinx cos3x dx

13. [ e***12x dx

2x
x2+1

dx

14. [

15. [ cos*2x (—2sin 2x) dx

19. f g @) + f ()g] dx = FG)g(0) + C

20 x4+ 1 4 x4—1+C
. X =
N B

****O O O****
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1.2 1 APLIKASI PADA BIDANG FISIKA

Integral tak tentu digunakan untuk
menentukan jarak suatu benda jika diketahui
kecepatannya dan juga menentukan kecepatan
benda jika diketahui percepatannya.

Dengan mengingat pengertian-pengertian

dalam mekanika bahwa s(t), v(t), dan a(t)

Noretz-area.blogspot.com

masing-masing merupakan jarak, kecepatan dan percepatan pada saat t dari suatu benda yang

bergerak sepanjang suatu garis koordinat. Dimana kecepatan adalah laju perubahan jarak

pada saat waktu t, yaitu v(t) = s'(t) = %.

Sedangkan percepatan adalah laju perubahan kecepatan pada saat waktu t, yaitu

a(t) =v'(t) = % = %. Kecepatan sebagai fungsi t diketahui, dan akan dicari posisi (jarak),
maka digunakan relasi dari v(t) = % — ds = --- dt,sehingga jarak (s) dapat ditentukan
dengan menggunakan integral, yaitu s(t) = [ ... dt + C. Demikian juga bila a(t) = % -
dv=--dt->v=[. dt+C

l Cek Pemahaman ‘

1. Dari suatu benda yang bergerak ditentukan percepatannya adalah a = 6t — 2 dengan a =
percepatan dan t = waktu. Jika pada detik ke 1 kecepatan benda adalah 2 meter/detik dan
pada detik ke 3 benda tersebut menempuh jarak (s) sejauh 2 m. Tentukan rumus jarak (s)!
Penyelesaian:

a = 6t — 2, dengan mengingat bahwa v = | ... dt, sehingga dapat ditentukan

v (kecepatan).
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1.2 2 APLIKASI PADA KELUARGA KURVA

Penerapan integral tak tentu dapat digunakan :
untuk menentukan persamaan dari suatu kurva
y = f(x), bila diketahui gradiennya dan sebuah titik sk

pada kurva tersebut. Dengan mengingat bahwa

persamaan suatu kurva y = f(x), maka gradien garis

singgung pada setiap titik P (x,y) pada kurva

tersebut adalah Z—z = f'(x).

Jika diketahui gradien garis singgung di
sebarang titik P (x,y) yang terletak pada
sebuah kurva, maka persamaan kurvanya dapat

ditentukan dengan menggunakan integral,
yaitu L= f'(x) > dy =f'(x)dx >y =
[ o dx= .. +C

\ Cek Pemahaman ‘

2. Diketahui gradien garis singgung suatu kurva di titik (x,y) adalah 6x? — 2x dan kurva

tersebut melalui titik (1,4). Tentukan persamaan kurva tersebut!

Penyelesaian:

d
m=£:6x2—2x—>y=f(...— W) dx = .

Melalui titik (1,4), tentukan nilai C:

KALKULUS Il BERBASIS INTERACTIVE DIGITAL BOOK 10



1.2 3 APLIKASI PADA PERSAMAAN DIFERENSIAL BIASA

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat
Falntuer
sebuah fungsi yang tidak diketahui dan turunan-turunannya. =\

Ay

Menyelesaikan suatu persamaan diferensial adalah mencari suatu /7 4~

: : : : - . . PERSAMETL
fungsi yang tidak diketahui. Suatu fungsi disebut solusi dari | pIFERENSIIREIIR

M

| LA O <k fp Frrnfanvny
U R TGV

|

|

persamaan diferensial, jika fungsi tersebut disubstitusikan ke dalam
persamaan diferensialnya menjadi persaman diferensial yang
bernilai benar.

Ada berbagai macam persamaan diferensial, dalam pembahasan ini akan dibahas
tentang persamaan diferensial biasa orde satu yang dapat dipisah, artinya persamaan ini

hanya memuat turunan pertama dengan variabel yang dapat dipisahkan. Secara umum

persamaan diferensial ini mempunyai bentuk umum sebagai berikut: Z—i = %.

Persamaan diferensial dengan bentuk Z—i’:%, dapat ditulis g(y)dy = f(x)dx.

Sehingga solusinya dapat dicari dengan mengintegralkan kedua ruas sehingga akan

ditemukan jawab/solusi umum persamaan diferensial tersebut.

Cek Pemahaman

. . . . d
3. Carilah solusi umum persamaan diferensial ﬁ = x2./y.

Penyelesaian:

Z—z = xzﬁ, dengan mengumpulkan variabel x dengan dx dan variabel y dengan dy,

kemudian diintegralkan maka dapat diperoleh jawab umumnya.
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Selesaikan setiap soal di bawah ini dengan langkah-langkah yang benar!

1. Carilah persamaan kurva-xy dari kurva yang melalui (3,—15) dengan gradien
(kemiringan) pada sebarang titik adalah —4x + 3.

2. Carilah persamaan kurva-xy dari kurva yang melalui (2,20) dengan gradien
(kemiringan) pada sebarang titik adalah 3x? + 4x — 1.

Soal 3-4, tunjukkan bahwa fungsi yang diketahui merupakan solusi dari persamaan

diferensial yang diberikan.

d X
3. —y+;=0; y=vi-x2

dx

2 iy=0 y=c
x4y =0 y=Cx

Soal 5-7, cari solusi umum (memuat C) untuk persamaan diferensial berikut ini. Kemudian
carilah solusi khusus dengan syarat yang telah diberikan.
5. Z—z =y* dengany = 1padax =0

ds
dc

6. 16t%2 + 4t — 1,dengan s = 100 padat = 0

d
7. 2=-
dx

y2x(x? + 2)*, dengany = 1 padax =0

Soal 8-9, diketahui sebuah objek bergerak sepanjang suatu garis koordinat menurut
percepatan a (dalam cm per detik) dan jarak berarah s, (dalam cm). Cari kecepatan v beserta
jarak berarah s setelah 2 detik.

8. a=(1+t)™* denganv, =0dans, =10

9. a=YV2t+1,denganvy, = 0dans, = 10

10. Sebuah bola dilemparkan ke atas dari permukaan bumi (ketinggian awal = 0 kaki)
dengan kecepatan awal 96 kaki per detik. Berapa tinggi maksimum yang dicapainya.

(Petunjuk: percepatan gravitasi bumi adalah 32 kaki/detik)

****OOO****
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A. Pilihan Ganda: Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!

1.

Gradien garis singgung di setiap titik pada kurva y = f(x) adalah 3x? — 6x + 5. Jika kurva

tersebut melalui titik (1, —3) maka persamaan kurva ...
A y=6x3—6x2+5x—8 D.y=6x3—6x?+5x —2
B.y=06x3—6x?+5x+2 E.y=x3-3x2+5x—6

C.y=x3-3x*2+5x+6

Diketahui F'(x) = 6x% — 4x + 3 dan F(3) = 21. Tentukan nilai F(0) + F(2) = ---
A.—33 B.—34 C.—-35 D.-36 E.—37

1 == eeoe
f(3\/E+\/—§+6) dx =
A 3Vx+2Vx+6x+C D. 2xvx +2Vx +6x+C

3 1

B. 3xVx ++Vx+6x+C E. Zx\/}+zx/§+6x+6
C.2x\Jx+2Vx+6x+C
Gradien garis singgung di setiap titik pada kurva y = f(x)adalah 2x — 5. Jika kurva ini melalui

titik (4,7) maka ordinat titik potong kurva dengan sumbu Y adalah...

A. 11 B. 10 C.9 D. 8 E. 7
Jika f(x) = [(3x% — 2x + 5) dx dan f(1) = 0, maka f(x) = -
A. 2x3 —2x%+5x—6 D. x3—x*+5x—5
B. 4x3 —2x%2 +5x — 4 E.x3—x2+gx—;

C.x3—x%+5x—7

Jika y' = 6x + 2 adalah turunan kurva y = f(x) yang melalui titik (4 , 25), maka
persamaan garis singgung pada kurva y = f(x)di titik yang berabsis 2 adalah ...
A y=4(x—-2) D.y—15=14(x - 2)

B. y = 14(x + 2) E.y—15=14(x +2)
C.y+15=14(x — 2)

[esin* cosx dx = -

A. es* 4 (¢ B. eSinX 4 (¢ C. sinxes* 4+ (C
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10.

11.

D. cosxe®°S*+(C E. sinxeS™*+C

1
fxlnx dx = -
1
A lnx+C B. —+¢C C.In(Inx)+C
Inx
X Inx
D. —+C E. —+C
Inx X
(22+1)2_'“
f \/E -
1 4 2 4
A =zl 427472 4 C D. 2242724724 ¢C
9 5 9 5
L oot o 50 oY L % v 5,5 1 2,
B. §Z 2+§Z 242z 724C E. 52 24+5z724+2z724+C

2 4
C. §z9/2 + Ezs/z +22724¢C

Diketahui f ""(x) = x + x~3, maka tentukan f (x). (Petunjuk: integralkan dua kali)

A()—13+1+C +C D ()—13 L,
.fx—6x % 1x+C, .fx—6x % 11X+ C,
B()—13+1+C E()—131+C +C
.fx—6x % .fx—6x zx 1X >
C. f(x)= ! 3+1+C
SO =gty
2
(H&j
. X
Tentukan integral tak tentu j ~——~2—dx
3/X2
3 _s 1 3 s 3 5 1 3 4
A. o X 3 — 6x 6+Zx3+C D. —gX 3+ X 6+Zx3+C
3 _s 2 3 & 3 s 1 3 4
B. —gx 3 — 6x 6—Zx3+C E. —gx 3 — 6x 6+Zx3+C

5 _s 1 3 s
C. Ex 3 — 6X 6+Zx3+C
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x+3x2

y2

12.  Tentukan jawab umum persamaan diferensial Z—i = ,dengan y(0) = 6

13. Diketahui 4x + 2y = 8 + @ merupakan persamaan garis singgung suatu kurva di titik (

2
%,4). Jika di setiap (X,y) pada kurva berlaku a7y =-12cos 2x, tentukan persamaan

dx
kurva.

14. Percepatan suatu benda bergerak dinyatakan dengan a(t) = 60 — 60 t dengan kecepatan
awal 20 m/dt, dengan jarak dalam meter dan waktu dalam detik. Tentukan jarak tempuh
selama 2 detik.

15. Jalan menuju puncak memiliki kemiringan 4x — 3. Tentukan ketinggian pada jarak 100
meter dari posisi awal sebelum jalan mendaki.

16. Kecepatan sebuah pesawat terbang dalam meter/detik dituliskan dengan v(t) = —t? +
64t + 40. Tentukan ketinggian pesawat setelah 30 detik dari keberangkatan.

17. Suhu pada hari tertentu yang diukur pada bandara sebuah kota adalah berubah setiap
waktu dengan laju T'(t) = 0,15t% — t dengan t diukur dalam jam. Jika suhu pada jam
6 pagi adalah 24° C. berapakah suhu pada jam 10 pagi.

18. Pada permukaan bulan, percepatan gravitasi adalah —5,28 meter/d ,. Jika sebuah

etik
benda dilemparkan ke atas dari suatu ketinggian awal 1000 kaki dengan kecepatan

56 meter/detik’ carilah kecepatan dan tingginya 4,5 detik kemudian.

****OOO****
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BAB I

TEKNIK PENGINTEGRALAN
TUJUAN PEMBELAJARAN: @

1. Setelah  mempelajari  materi ini ~

mahasiswa  dapat  menghitung \D FOKUS BAB 2:

integral tak tentu fungsi aljabar 2.1 Integral Dengan Substitugi

dengan integral substitusi. 2.2 Jntegral Parsial
2. Setelah  mempelajari  materi ini 2.3 Integral Fungsi Trigonometri

mahasiswa  dapat  menghitung 2.4 Integral Substitusi Fungsi

integral tak tentu fungsi aljabar Trigonometri

dengan integral parsial. 2.6 Integral Fungsi Ragional

3. Setelah mempelajari  materi ini 2.6 Integral Fungsi Rasional
mahasiswa  dapat ~ menghitung Trigonometri

integral tak tentu dengan integral -/
fungsi trigonometri.
4. Setelah mempelajari  materi ini N
mahasiswa dapat menghitung
integral tak tentu fungsi aljabar dengan substitusi fungsi trigonometri.
5. Setelah mempelajari materi ini mahasiswa dapat menghitung integral tak tentu dengan
integral fungsi rasional.
6. Setelah mempelajari materi ini mahasiswa dapat menghitung integral tak tentu dengan
integral fungsi rasional trigonometri.

PETA KONSéEP
7Imegral dengan Substitusi
Integral Parsial
P - . .
Ve A~ _Integral Fungsi Trigonometeri

o

INTEGRAL TAK TENTU

Integral dengan Substitusi Trigonometri

_Integral Fungsi Rasional

Integral Fungsi Rasional Trigonometri




PENGANTAR

Pada prinsipnya terdapat beberapa teknik pengintergralan yang dapat digunakan untuk
menentukan antiturunan (integral tak tentu) suatu fungsi. Hal ini bertujuan untuk
memudahkan dalam menentukan selesaian integral fungsi yang ditentukan. Beberapa teknik

pengintegralan yang dimaksud adalah sebagai berikut.
1) Integral dengan substitusi,
2) Integral parsial
16) Integral fungsi trigonometri,
17) Integral subtitusi fungsi trigonometri,
18) Integral fungsi rasional, dan

19) Integral fungsi rasional trigonometri

R

Pedoman untuk menggunakan integral dengan substitusi adalah teorema 1 dan

teorema 3 yang telah diuraikan di Bab | seperti berikut.

n+1

a. Teorema 1: jxndx _X

+C,dengan n=-1
n+1

n+1
b. Teorema 3: _[[f(x)]nf "(x)dx =%+C,dengan n=-1
n+
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BAHAN DISKUSI SECARA KOLABOASI-2.1

Perhatikan integral di samping!

1. Pada soal nomor 1, dapat secara langsung ditentukan hasil

2. Pada soal nomor 2, agar dapat diintegralkan dengan

integralnya dengan menggunakan rumus dasar yang telah
ada (menggunakan teorema 1). Berapa hasilnya? L J Coi hs

Silahkan dicari!

[Bx+4) dx=...

2. [(Bx+4)* dv=..

3. [(Bx+4) dv=..

4. [(x+4)Ca=.
mudah, maka fungsi yang ada di dalam tanda kurung

dikuadratkan terlebih dahulu atau dikalikan sebanyak dua
kali, kemudian diintegralkan (menggunakan teorema 1).

Silahkan dicari integralnya!
[(ax+4)2 dx=[(. + ..+ .)dx=".

. Pada soal nomor 3, menentukan selesaian caranya sama dengan soal nomor 2, tapi bukan
dikuadratkan tetapi dipangkat tigakan terlebih dahulu atau dikalikan sebanyak tiga kalli,

baru diintegralkan (menggunakan teorema 1). Silahkan dicari integralnya!

I(3x+4)3 dx:.j(.. Fo o 4 )AX=

. Sedangkan untuk soal nomor 4, apakah harus mengalikan sebanyak 16 kali? Untuk
menjawab integral pada soal nomor 4, tidak harus mengalikan sebanyak 16 kali tetapi ada
cara lain yang dapat digunakan untuk memudahkan, yaitu dengan menggunakan metode
permisalan (menggunakan teorema 3) dengan langkah-langkah sebagai berikut:

& Buat permisalan u dalam x (tanpa pangkatnya), yaitu u = 3x + 4
& Turunkan u terhadap x, maka j—u: .. S dx= .. du
X

& Masukkan (gantikan) bentuk u dan du ke soal, sehingga diperoleh
fute (.. du)=...
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1.

2.

& Sederhanakan bentuk integral tersebut, maka akan diperoleh

fum (.. du) = f woutldu=..

& Hasil akhir integral variabel u diganti lagi dengan x, atau u diganti dengan 3x +

4, sehingga diperoleh hasil akhir adalah sebagai berikut:
I(3x+4)16 dx =..

’ Cek Pemahaman ‘

Tentukan integral dari I2x 1-x2 dx

Penyelesaian: (menggunakan teorema 3)

2

Misal u =1-X° <du= .. dx < dx= du

Substitusikan permisalan ke soal IZX\/l— X dx, sehingga diperoleh

j2x N au = I ... du, dengan rumus dasar di dapat hasil integralnya
=.. +C
Hasil akhir integral u diganti lagi dengan 1— x2

I2x 1—x2 dx = +C

2x2
\/4—x2

Penyelesaian: (menggunakan teorema 3)

Tentukan integral dari I dx

Misal U =4-x2 <ul=4-x% ox%=4-.. odu?)=d@-x?)

& .o du= ... dx odx= — du

2x2 . .
dx , sehingga diperoleh
_x2

=

Substitusikan permisalan ke soal I

2x2 2(4-.)
'[ 4-x2 i _I !
= . +C
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—‘

Hasil akhir integral u diganti lagi dengan \/4—x2 , sehingga diperoleh hasil integral:
2

i

3. Tentukan integral dari [ cos? 2x dx

dx = +C

Penyelesaian: (menggunakan teorema 3)

/“Misal u = 2x silahkan dilanjutkan! )

Tentukanlah setiap integral tak tentu dengan integral subtitusi berikut ini!

1. J'Sin\/;dx 8 I sin xdx
Jx " Y 16+cos’ x
J' 3dt 9. Icos(2x—4)dx
o+l 10. [xsin(x” +1)dx
3 J-1+c052xdx
9 sin? 2x 11. sz cos(x® + 1)dx
xdx 2 “12/7
4. j = 12. Ix(x +3)" dx
2x
5. | x(3x+2)¥2dx 13. X
'[ ( ) I x+1
X e
6. dx
I s 1 I— @
sin/x
[ Rt 15 [

N

****OOO****
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Integral parsial didasarkan pada aturan turunan untuk perkalian dua fungsi. Pada
dasarnya integral parsial merupakan teknik substitusi ganda. Banyak digunakan pada
pengintegralan yang melibatkan fungsi transenden (logaritma, eksponen, trigonometri beserta
inversnya) dan juga perkalian yang melibatkan dua fungsi.

Integral parsial secara umum digunakan untuk menentukan selesaian integral yang

integrannya merupakan perkalian dua fungsi uv, dengan u = f(x) dan v = g(x).

gy |
;@% BAHAN DISKUSI SECARA KOLABOASI-2.2
@)

Menemukan rumus integral parsial, sebagai berikut.
Diketahui suatu perkalian dua fungsi, misal y = uv, dengan u = f(x) dan v = g(x).
Dari y = uv, kemudian diferensialkan/turunkan fungsi tersebut terhadap variabel x:

du

u:f(x):)dx:f,(x)ﬁdu:"_ dx:}du:.udx
dv
v=g) =>a=g'(x)=>dv: v dx=dv=-- dx

Sehingga diperoleh: u = f(x) = u' = f'(x) dan du = u'dx
v=gk)=v' =g'(x)dan dv =v'dx
Untuk fungsi y = uv = f(x)g(x), bilay diturunkan terhadap variabel x, diperoleh:

dy _ du) _ d(f(x)g(x))

dx ~  dx dx
%’:ﬂ) = f'(x)gx) + ... ..

duv) =(f'(x) gx) + ... .. ) dx
duv) = (f'(x) gx))dx+ (... ... ) dx
dluv) = v'vdx + .. .. dx

dluv) = vu'dx + .. .. dx

dluv) = vdu + ... ..
Kemudian kedua ruas diintegralkan,sebagai berikut:

fd(uv)zfvdu + f ......
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Kesimpulan rumus integral parsial adalah:
j ...... = = jvdu

Keterangan:
» dv mudah diintegralkan (menjadi v),
> [ v du lebih mudah dibandingkan [u dv
Dari keterangan tersebut terlihat bahwa rumus integral parsial ditulis dalam bentuk
fudv = ... ... — [ v du bukan dalam bentuk [vdu = .. .. — Judv
Bentuk terakhir ini dinamakan rumus integral parsial. Prinsip yang digunakan dalam
integral parsial adalah integran yang berbentu uv dimanipulasi menjadi u dv dan dalam

menentukan u dv tidak boleh memunculkan persoalan yang lebih sulit dibandingkan dengan

ju dv tersebut.

l Cek Pemahaman |

1. Tentukan integral dari _fx eX dx

Penyelesaian:

INGAT!: Pemilihan u dan dv harus tepat, agar mudah diintegralkan
Misalkan: u = x =du= ..

dv=e*dx = v = .. dx=-- (tidak perlu penambahan
konstanta C, karena konstanta Cdijadikan satu pada hasil akhirnya saja)

Gunakan rumus integral parsialnya:

fudvz ...... +fvdu

Alternatif lain: Bila permisalan diubah bentuk yang lain
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Misalkan: u = e* =du= ..
dv=xdx =v={[ . dx=-

Gunakan rumus integral parsialnya:

J.udvz ...... +fvdu

Dari perubahan permisalan seperti yang di atas, kesulitan apa yang Anda temuli,

sebutkan?

2. Tentukan integral dari I Inx dx

Penyelesaian:
INGAT!: fungsi yang diintegralkan bukan perkalian dua fungsi, tetapi hanya
memuat satu fungsi saja, oleh karena itu pemilihan u dan dv sudah jelas, yaitu:
Misalkan: u =Inx = du = dx

dv = dx ﬁv:fdx=

Sehingga integral parsialnya menjadi:
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Tentukanlah setiap integral parsial berikut ini!

1 [x?e™¥dx 11. Ix2e_2"'dx
X o

2. [e*sinx dx 1 Iex\/m 0

3. [xInx? dx

13. [(x~2) cos (x—2) dx

2

4, Ixseczxdx
14. Ix e® dx

5. Isecxtanxdx
1-3x
15. j(zx—l)e dx
6. jarc cos 2x dx X
16. jx 4—x* dx
7. Iarctanxdx

17, jln3x dx
8. jﬁlnXdX 18. Ixz sinx dx
9. J'x3\/2x+7dx 19. jx%/l—xdx
xdx 20. [ x*sec? x dx
10. d .l x seCc x
IV1+2x X

****OOO****

A. Pilihan Ganda:Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!

1. Tentukan integral tak tentu dengan teknik substitusi berikut [ x3vx* + 11 dx.
3 3
A S +1DE+C D. 2(x*+11)2 +C
1 1 1 2
B. g(x4+11)2+C E. g(x4+11)3+C
1 3
C. g(x‘* +11)2+C

2

2. Tentukan integral tak tentu dengan teknik substitusi berikut [(4x+2) V4x“ +4x dx

A ;@ Fax)d +cC D. Va4x” +4x +C
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B. \/(4x? + 4x)3 +C E. /@2 +2)3 +C
C. /(x> +4x)° +C

2x
3. Tentukan integral tak tentu dengan teknik substitusi berikut [ % dx.

A 3WTI—e*+(C D. —2VI—e™ +C
B. —3vl—e?*+(C E. 5V1—e?*+C
C. 2VI—e™+C
: . . . . secx tanx
4. Tentukan integral tak tentu dengan teknik substitusi berikut [ T dx
A. arctanx + C D. arctan (secx) + C
B. arctan(tanx) + C E. arcsin(secx) + C
C. arcsecx+C
5. Tentukan integral parsial berikut [ arc tanx dx.
A. xarctanx — %ln(l +x3)+C D. x arctanx + ;ln(l +x2)+C
B. arctanx—%ln(1+x2) +C E. arctanx—%ln(l +x3)+C
C. xarctanx + %ln(l —x3)+C
6. Tentukan integral parsial berikut [x.1+x dx.
A ZVT+x—= VT+x+C D. = VT+x+— VI+x+C
B. - VI+x——VT+x+C EZVT+x+ VT+x+C

CZVT+x—=VT+x+C

7. Tentukan integral parsial berikut [(x — 3) cos(x — 3) dx.
A (x—3)cos(x—3)+sin(x—3)+C D. (x—3)cos(x—3)+cos(x—3)+C
B. (x—3)sin(x —3)+sin(x—3)+C E. (x—3)sin(x —3) —cos(x —3)+C
C.(x—3)sin(x—3)+cos(x—3)+C

8. Tentukan integral parsial berikut [ e* cos x dx.
A. %ex(sinx+sinx)+C D. %ex(sinx+cosx)+C

B. %ex(cosx+cosx)+C E. %ex(sinx—cosx)+C

C. %e"(sinx —cosx)+C
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B. Soal Essay: Kerjakan dengan langkah-langkah yang benar!
9. Tentukan integral tak tentu berikut dengan teknik substitusi [ xv9 — 2x2 dx.

1)sin+/3t* -t -1

3t -t-1

dt

10. Tentukan integral tak tentu berikut dengan teknik substitusi I(6t —

11. Gunakan pengintegralan parsial dua kali untuk menentukan integral tak tentu berikut:
[ sin(Inx) dx

12. Gunakan pengintegralan parsial dua kali untuk menentukan integral tak tentu berikut:

[eXV1+ x dx
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Pada pengintegralan fungsi-fungsi trigonometri, perlu diingat tentang integral dasar
fungsi trigonometri yang menjadi acuan untuk menentukan hasil pengintegralan dengan

teknik fungsi trigonometri.

_ j_‘,u\ /L )
g@%\ BAHAN DISKUSI SECARA KOLABOASI-2.3
' i
SN

Integral dasar fungsi trigonometri sudah ditemukan di Bab I, Ingatkah integral dasar

tersebut, isilah integral dasar berikut ini.

1. jsinxdx= .. +C
2. Icosxdx: .. +C
3. Itanxdx= ... +catau dalam bentuk = ... +C
4. Icotxdx= ...+ C atau dalam bentuk = ... +C

5. Isecxdx:ln( v + . )+C

()]

: jcscxdx:ln( v + . )+C

Berdasarkan integral dasar di atas, selanjutnya diberikan beberapa kasus bentuk

integral fungsi trigonometri yang dibahas, sebagai berikut.
2.3 1 KASUS 1: Bentuk Isinn X dx dan jcosn x dx dengan n € N, n bilangan ganjil

Jika n bilangan bulat positif ganjil: Integran dituliskan sebagai perkalian fungsi
trigonometri berpangkat genap dan fungsi trigonometri berpangkat satu, kemudian
mensbstitusikan identitas trigonometri: sin? x + cos?x = 1 atau sin® x = 1 — cos?x atau

cos?x = 1 — sin®x.
Bentuk jsinn X dx dan J‘cosn x dx dengan n € N, n bilangan ganjil dengan cara

sebagai berikut:

1
1. [sin"xdx = [sin® 1x sinx dx = [(sin®x)2™ Y sinx dx
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Dengan (n-1) = bilangan genap dan berpangkat satu, kemudian substitusikan identitas
trigonometri pada trigonometri yang berpangkat genap dan gunakan permisalan
trigonometri yang berpangkat satu, maka diperoleh kesamaan antara integran dengan
tanda integrasinya, sehingga dengan mudah dapat diintegralkan untuk memperoleh
selesaiannya.

Dengan substitusi sin? x = 1 — cos?x,

Dimisalkan u = cosx = du = —sinx dx

f(sinzx)%("_l) sinxdx = [(1— coszx)%("_l) sinx% =—f(1- uz)%(n_l)du dst.
Sehingga semua variabel bentuk u dan diintegralkan ke u, terakhir u diganti dengan
permisalah awal. Diperolehlan hasil akhirnya.

2. [cos™x dx = [ cos™ 1x cos x dx, dengan cara yang sama seperti pada integral sin x.

’ Cek Pemahaman ‘

1. Tentukan integral dari [ sin3x dx
Penyelesaian:
> Ubahlah sin3x menjadi pangkat genap dan pangkat 1, sebagai berikut:
[sindxdx= [ .. . dx
> Pada trigonometri berpangkat genap substitusikan identitas trigonometri sin? x =
1 — cos?x , dan gunakan permisalan u = sin x (trigonometri yang berpangkat 1),

diperoleh:

2. Tentukan integral dari [ cos®x dx
Penyelesaian:

> Ubahlah cos®x menjadi pangkat genap dan pangkat 1, sebagai berikut:

]cossxdx=J o dx

> Pada trigonometri berpangkat genap substitusikan identitas trigonometri cos?x =
1 — sin®x , kemudian gunakan permisalan u = cos x (trigonometri yang berpangkat
1), diperoleh:
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2.3.2 KASUS 2: Bentuk J'sinn X dx dan jcosn x dx dengan n € N, n bilangan genap

Bentuk jcosn xdx jsinn dx, jika n bilangan bulat positip genap, selesaiannya dapat

dilakukan dengan menggunakan substitusi kesamaan identitas trigonomteri setengah sudut

1+ cos2x
2

1-—cos 2x

atau cos’x =

cos 2x = cos?x — sin®x, sehingga sin’x =

‘ Cek Pemahaman |

3. Tentukan integral dari [ sinx dx

Penyelesaian:

> Ubahlah sin?x dengan cara mensubstitusikan kesamaan identitas trigonomteri setengah

1-cos 2x

sudut sin?x = , maka akan dengan mudah dapat diintegralkan:

4. Tentukan integral dari [ cos*x dx

Penyelesaian:

> Ubahlah cos*x = (cos?x)? dengan cara mensubstitusikan kesamaan identitas

trigonomteri setengah sudut cos2x = ——2°2* ‘maka akan dengan mudah dapat
diintegralkan:
5. Tentukan integral dari [ sin*2x dx
Penyelesaian:
» Gunakan misalnu = 2x - du =+ dx - dx = ﬂ, Kemudian kerjakan seperti

soal nomor 4 di atas:
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2.3.3 KASUS 3: Bentukfsinm x cos" x dx, denganm,n € N
Jika m atau n bilangan bulat positip ganjil, sedangkan lainnya sebarang bilangan, maka
faktorkan sin x atau cos x dengan menggunakan kesamaan identintas sin’x + cos?x =
1 dengan terlebih dahulu mengubah salah satu bilangan ganjil. Misal m ganjil maka
ubah m dengan m = (m-1)+1, jika n ganjil diubah menjadi (n-1)+1.

1—cos 2x

Jika m dan n genap digunakan kesamaan setengah sudut sin2x=T dan
2 1+ cos 2x . . . .
COS* X = sehingga diperoleh hasil pengintegralannya.

} Cek Pemahaman ‘

1. Tentukan integral dari [ sin3x cos?x dx
Penyeelsaian:
> Ubahlah pangkat ganjil menjadi sin3x = sin?x sin x menjadi pangkat genap
dan pangkat 1, dalam bentuk [ sin3x cos?x dx = [ sin®x sinx cos?x dx

> Gantilah sin? x = 1 — cos?x, sehingga semuanya berubah dalam bentuk cos x,
kemudian misalkan sinx = u > du = .. dx - dx=—2— , maka akan diperoleh

bentuk yang dengan mudah dapat diintegralkan:

2. Tentukan integral dari [ sin™*x cos3x dx
Penyelesaian:

» Kerjakan seperti soal nomor 1:
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3. Tentukan integral dari [ sin’x cos?x dx

Penyelesaian:

1-cos 2x

> Karena keduanya pangkat genap, maka ubahlah sin?x = dan

2 1+ cos2x
cos™Xx =

, kemudian disederhanakan sehingga diperoleh hasil
pengintegralannya.

4. Tentukan integral dari [ sin*x cos*x dx
Penyelesaian:

» Kerjakan seperti soal nomor 3, selamat mengerjakan!

2.3.4 KASUS 4: Bentuk [ tan™ x dx dan [ cot"x, dengan n € N

Dalam kasus ini jika n genap gunakan kesamaan identitas sec?x = 1 + tan?x dan
csc?x = 1+ cot?x. Tetapi jika n bilangan ganjil, maka ubahlah menjadi pangkat genap dan
pangkat 1, kemudian yang pangkat genap substitusikan sec?x = 1 + tan®x atau csc?x =
1+ cot?x.

’ Cek Pemahaman ‘

1. Tentukan integral dari [ tan3x dx
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Penyelesaian:

> Ubahlah tan3x menjadi pangkat genap dan pangkat 1, sebagai berikut:
[tan3x dx = [ tan’xtanxdx

> Pada trigonometri berpangkat genap substitusikan identitas trigonometri sec?x =
1+ tan®x - tan’x = sec’x — 1, dan gunakan permisalan u = tan x, kemudian

diperoleh hasil pengintegralannya.

2. Tentukan integral dari [ cot*x dx
Penyelesaian:
> Ubahlah cot*x = (cot?x)( cot?x), sehingga menjadi:

jcot“x dx = f(cotzx)( cot?x) dx

>  Substitusikan identitas trigonometri csc?x = 1 + cot?x — cot?x = csc?x — 1,

kemudian disederhanakan sehingga diperoleh hasil pengintegralannya.

2.3.5 KASUS 5: Bentuk [ tan™ x sec™x dx dan [ cot™x csc"x dx, dengan
mneN
Bentuk ini mempunyai dua kasus yaitu n bilangan genap m sebarang atau m bilangan
ganjil n sebarang. Jika n bilangan genap dan m sebarang gunakan kesamaan sec?x = 1 +

tan?x dan csc?x = 1 + cot?«x.

} Cek Pemahaman ‘

1. Tentukan integral dari [ tan®x sec*x dx
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Penyelesaian:
> Ubahlah sec*x = sec?x sec?x, kemudian sec?x yang pertama gantilah dengan

identitas trigonometri sec?x = 1 + tan?x , dan gunakan permisalan u = sec? x,
atau dengan mengingat d tan x = sec?x dx.

sehingga: [ tan®x sec?x sec?x dx = [ tan®x (1 + tan?x) sec?x dx
kemudian disederhanakan sehingga diperoleh hasil pengintegralannya.

2. Tentukan integral dari [ cot™>x csc*x dx

Penyelesaian:
» Kerjakan seperti soal nomor 1.

Sedangkan [ tan™ x sec"x dx dan [ cot™x csc™x dx, untuk m bilangan ganjil
dan n sebarang, maka integral akan mudah diselesaikan bila digunakan bentuk d secx =
secxtanx dx dan d cscx = —cscx cotx dx dan juga menggunakan substitusi kesamaan

identitas tan®x = sec?x — 1 dan cot?x = csc?x — 1.

} Cek Pemahaman ‘

3. Tentukan integral dari [ tan®x sec™?x dx

Penyelesaian:

» Ubahlah tan®x sec %x = tan*xtanx sec 3xsecx = tan*x sec 3x tanx secx,
Sehingga akan diperoleh bentuk tan x sec x, maka bentuk integral menjadi
[ tan®x sec™2x dx = [ tan*xsec™3x tanx secx dx, kemudian gunakan permisalan

u = sec x. Dengan mudah diperoleh hasil pengintegralannya.
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4. Tentukan integral dari [ cot3x csc™*x dx
Penyelesaian:

» Kerjakan seperti soal nomor 3.

2.3.6 KASUS 6: Bentuk [ sin mx cos nx dx, [ sinmx sinnxdx, dan
f cos mx cos nx dx
Bentuk di atas diselesaikan dengan mengubah integran ke dalam bentuk penjumlahan

atau pengurangan , dengan mengingat identitas trigonometri sebagai berikut:

1
sinmx cosnx = 3 [sin(m + n) x + sin(m — n) x|

1
sinmx sinnx = —3 [cos(m + n) x — cos (in — n) x]

N =

[cos(m + n) x + cos (m — n) x]

’ Cek Pemahaman ‘

1. Tentukan integral dari [ sin 3x cos 4x dx

cosmx cosnx =

Penyelesaian:
» Ubahlah dengan menggunakan identitas trigonometri di atas, maka dengan mudah

diperoleh hasil pengintegralannya.

2. Tentukan integral dari [ sin 5x sin 4x dx
Penyelesaian:

» Kerjakan seperti soal nomor 1.

KALKULUS Il BERBASIS INTERACTIVE DIGITAL BOOK 34




3. Tentukan integral dari [ cos 5x cos 4x dx
Penyelesaian:

» Kerjakan seperti soal nomor 2.

Tentukanlah setiap integral fungsi trigonometri berikut ini!
4 X
1. |sin*] = |dx
fon(3)
2. jcos3(%jdx
5

3. jsin2(2x) cos* (2x)dx

4, jsins(gjcoss(gjdx

1
5. Isin53xcos3 3x dx

6. [(sin®2t)Jcos2t dt
7. Icot4(3x)dx

8. [cotxcsct x dx

9. [tan2x sec? 2xdx
10. [csc? 4y dy

11. [tan g sec? q dq

12. [c0s2x sin 3x dx
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13. [cot? (éj dx
3

1
14. [sin2z cos® z dz

15. tan® x sec™>/2 x dx

****OOO****
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Untuk menyelesaikann integral yang memuat bentuk akar kuadrat seperti berikut:

Ja?—x?, Jx2+a?=+a’+x2 ,dan Vx?—a’ ,a e Real atau bentuk lain yang dapat

2
diubah menjadi bentuk sepertidi atas, misalnya: va®—b’x* = ]/(%} —x*, Ja’®+b’x =

2 2
(%) +x?, dan va’x*—b® = |x° —(gj atau vax® +bx+c yang dapat diubah menjadi

bentuk kuadrat sempurna. Bila memuat bentuk-bentuk seperti di atas, maka diperlukan
substitusi trigonometri, agar bentuk akarnya tereliminasi. Setelah vaiabelnya diganti dengan
fungsi trigonometri yang sesuai, maka bentuknya menjadi fungsi trigonometri yang dapat
diselesaikan dengan rumus reduksi, dengan langkah-langkah sebagai berikut:

g2 .
i |_mamax mswust secana koranoasiz. |
g

1. Jika memuat bentuk va? — x2, maka untuk mengeliminasi bentuk akar digunakan
substitusi x = asint, —g <x< g,maka dx=a .. dt

Dengan mensubstusikan sin®t + cos?t = 1 - cos?t = 1 — sin®t.

Sehingga bentuk akar menjadi:
Jaz — (asint)2 = /a?(1—sin?t) =av .. =a ..

Dari permisalan x = asint — sint = g sehingga untuk menentukan perbandingan

trigonometri yang lain dapat dicari melalui gambar sebagai berikut:

Dapat dicari perbandingan trigonometri yang lain:

X sint=— ->t=

QR

cost= .. , tant=
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Ingat: Identitas trigonometri

1 + tan?t = sec?t atau tan’t = sec?t — 1

2. Jika memuat bentuk va? + x2, maka untuk mengeliminasi bentuk akar digunakan
substitusi x = atanx , —g <x S§—> dx =
Dengan mensubstusikan ... + .. = ..

Sehingga bentuk akar menjadi:
JaZ+( . )2=Ja2(1- .. )=ay .. =a ..

Dari permisalan x = atant - tant = E sehingga untuk menentukan perbandingan
trigonometri yang lain dapat dicari melalui gambar sebagai berikut:

E— Dapat dicari perbandingan trigonometri yang lain:
-\," x=+—a
X X
tant=— >t =
a
t
a cost = .. , Sint =

3. Jika memuat bentuk vx2 — a?, maka untuk mengeliminasi bentuk akar digunakan
substitusi x = asecx , —% <x S§—> dx =
Dengan mensubstusikan ... + ... = ..

Sehingga bentuk akar menjadi:
JO o )2=a2={a?( .. —1)=aVy .. =a ..

Dari permisalan x = asect — sect = g sehingga untuk menentukan perbandingan
trigonometri yang lain dapat dicari melalui gambar sebagai berikut:

Dapat dicari perbandingan trigonometri yang lain:

Vxi—a?

sect = -t =

QR

cost = .. , sint =
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1. Tentukan hasil integral tak tentu [ vVx2 — 9 dx
Penyelesaian:
ﬂ(erjakan sesuai dengan bentuk akarnya! \

\— _/

2. Tentukan hasil integral tak tentu [ %

Penyelesaian:
ﬂ(erjakan sesuai dengan bentuk akarnya! \

- _/

3. Tentukan hasil integal tak tentu [ x;_g dx

Penyelesaian:
7 Kerjakan sesuai dengan bentuk akarnya! N
\ _J
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ST—

4. Tentukan hasil integral tak tentu [ %

Penyelesaian:

"6

~

entuk akarnya ubah menjadi bentuk akar dalam kuadrat sempurna terlebih dahulu, agar

dapat diselesaikan seperti bentuk akar di atas!

Tentukanlah setiap integral tak tentu dengan subtitusi trigonometri berikut ini!
dx

1L f 3
(1-x2)2
2
2. j25—xdx
X
3 J' dx
' x24/9 — x?
4, J x%4/3=x? dx
dx
5. f—z 5
9+ x%)
6. [V3+x2 dx
7. [ gy
X
8 J‘ dx
Nx?—4x +13
9 I 3xdx
VX2 +2Xx+5
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t

RN
11. I\/xz —1dx dx

dt

x2dx

12. Iﬁ
13. t;_A'dt
14, jxfﬁ
15. jtz‘:—:_l

****OOO****

\ UJI KOMPETENSI-2.2 ‘

A. Pilihan Ganda:Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!

1. Tentukan integral fungsi trigonometri berikut jsin5(2x) dx

A. cos,ZX—%sin3 ZX—%sin5 2x+C D. —%cost—%sin3 2x+isin5 2x+C

1 1 1
B, —%c032x+15in32x—%sin52x+C E. —50052x+§c0332x——cos52x+C

C. —%cost—sin3 2x—%sin5 2x+C

2. Tentukan integral fungsi trigonometri berikut [ cos33x sin™23x dx.

A. —gsecan 3x+%sin3x+C D. —gsecan3x—§sin3x+C
1 1, 2 2 .
B. —EcoseCBx—gsm3x+C E. —gcoseCSx—531n3x+C

C. gcosec 3x + %sin 3x+C
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3. Tentukan integral fungsi trigonometri berikut [ tan™*x sec?x dx.

A. —gtan3x+§tan3x+6 D. —%tan3x+C

B. —§60t3x+C E. —%tan3x+tanx+C

C. étan3x +tanx +C

4. Tentukan integral fungsi trigonometri berikut [ (tanx + cotx)? dx.

A. tanx + 2cotx +C D. tanx + cotx + C

B. 2tanx —cotx + C E. tanx — 2cotx + C

C. tanx —cotx + C

5. Tentukan integral tak tentu berikut dengan subtitusi fungsi trigonometri _f

. x—2 1 . xX—2

A. 2 arcsin (T)+C D.Earcsm (T)+C
B. arcsin (xT_2)+C E. arcsinZ(xT_z)+C
C. arccos (xz;z) +C

6. Tentukan integral tak tentu berikut dengan subtitusi fungsi trigonometri I
A. arcsin (xT_3)+C D.%arcsin (xT_3)+C

B. 5arcsin (?)+C E. arcsinS(x—?)+C

C. arccos (?) +C

dx
VAx —x?

dx
V16 +6Xx — X2

V4—x2

7. Tentukan integral tak tentu berikut dengan subtitusi fungsi trigonometri [ dx.
I e N R 1 R e B
B. 2In [P _2va— 27 4C E. 2l [P v 4
C. In|? ‘“;‘7 +Va—xZ+C
8. Tentukan integral tak tentu berikut dengan subtitusi fungsi trigonometri f i 5 dy.
(¥y%+9)2
A. y2+9+\/y_2+9+C D. y2+9—\/y_2+9+6
B. In y2+9+ﬁ+6 E-m—ﬁJrC
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C. 2y2+9+ +C

9
JyZ+9

B. Soal Essay: Kerjakan dengan langkah-langkah yang benar!

9. Tentukan integral fungsi trigonometri berikut [ sin*3x cos*3x dx.

10. Tentukan integral fungsi trigonometri berikut [ cosy cos 4y dy

11. Tentukan integral tak tentu berikut deng subtitusi fungsi trigonometri f ﬁ dx

12. Tentukan integral tak tentu berikut deng subtitusi fungsi trigonometri _[ x*V3—x* dx

****OOO****
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Menurut definisi, fungsi rasional adalah suatu fungsi dari hasil bagi dua fungsi suku

banyak (polinomial). Bentuknya: F(x) =%, Q(x) =0, dimana P(x) & Q(x) merupakan
X
fungsi suku banyak (polinomial).
Jika derajat P lebih besar atau sama dengan derajat Q, maka dengan cara operasi

S
Q)

Q(x)=#0, dengan H(x) menyatakan hasil bagi dan S(x) sisa pembaginya yang derajatnya
lebih kecil dari derajat Q.

pembagian biasa, fungsi rasional F dapat ditulis dalam bentuk: F(x) = H(x) +

Dalam menentukan integral fungsi rasional F(x)=%,Q(x)¢O, dengan
X

menggunakan teorema dasar aljabar yang menyatakan bahwa penyebut dapat diuraikan atas

factor linear atau kuadrat definit positif, berariti ada empat kasus, yaitu sebagai berikut:

_ [_j_:,k\ /L
é\%ﬁb\ BAHAN DISKUSI SECARA KOLABOASI-2.5
NEsd

2.5.1 KASUS |I: SEMUA FAKTOR DARI Q@(x) LINEAR DAN BERBEDA

Dalam hal ini jika derajat Q (x) = n, maka Q(X) = (X—X,)(X—X, ).......(x—x,,) dengan

X1,X5,X3, ... ,XpSemuanya berbeda.
Langkah penyelesaian:
1. Tuliskan fungsi F(x) menjadi bentuk pecahan bagian dari faktor linear yang berbentuk:

F PO _A L A A

+ +..+
Q(X) X=X X—X, X—X

n

2. Tentukan nilai A;, A, ... ,A, dengan cara menyamakan penyebut di ruas kanan dan sifat
kesamaan dua suku banyak.

3. Berdasarkan kombinasi faktor dari penyebut pada integran, maka hasil integralnya dapat
ditentukan dengan menggunakan metode sebelumnya setelah diperoleh masing-masing
konstanta.

4. Untuk lebih jelasnya cek pemahaman pada soal di bawah ini.
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l Cek Pemahaman l

1. Tentukan hasil integral tak tentu |

5

X +3 I : -
3 2 x, fungsi rasional tidak sejati!
X° =X

Penyelesaian ikuti langkah-langkah berikut ini:

1. Tentukan hasil bagi (H(x)) dan sisa pembagian (S(x)).

x° +3 S(x)
=H — = . ———=[H((X)d d
X3_X (X)+Q(x) + X3_X [H(x) x+jX3_X X

2. Untuk integral H(x) integralkan seperti rumus sebelumnya, sedangkan untuk integral

X3—X

sisa pembagian, yaitu |

dx, faktorkan penyebutnya, sebagai berikut:

S SR g
Ix3—x X jx(xz—...) X Ix(x—...)(x+ ) X

3. Tulislah fungsi integran di atas menjadi pecahan bagian yang berbentuk
AL AR A8
X(X— )X+ ) x o (x=.)  (X+.)

4. Tentukan nilai—nilai A4, A,, A; dengan menyamakan penyebut di ruas kanan,

sifat kesamaan dua suku banyak.

_ AL X(X = )(X+D) + A X(X+ ) +A3X(X— ..)

X(x—..)(x+ ...) X(x—..)(x+ ..)
5. Hitung integral dari setiap pecahan bagian di ruas kanan
A A Ag
| dx =] dx =[[—+ + ]dx
W3 _x X(X—..)(X+ ...) X (x—..) (x+..)

2. Tentukan hasil integral tak tentu jx—?dx , fungsi rasional tidak sejati!
X —
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Penyelesaian:
Kerjakan seperti langkah-langkah pada soal nomor 1 di atas!

25.2 KASUS 11 : SEMUA FAKTOR DARI Q(x) LINEAR BERBEDA DAN ADA
YANG TERULANG

Pada kasus Il ini faktor dari Q(x) terdiri dari faktor linear berbeda dan ada yang
terulang. Untuk faktor linear yang berbeda diselesaikan seperti pada kasus I. Sedangkan
faktor yang terulang (sama), maka dijadikan pecahan bagian sebanyak terulangnya. Misalkan

faktor linear x; terulang sebanyak r kali, maka pecahan bagian untuk faktor ini adalah :

Bl + BZ +.o.+ Br

X=Xk (x—xg)? (x—xg)"

Langkah-langkah penyelesaian sebagai berikut:
1. Untuk faktor linear yang berbeda selesaikan seperti kasus I.

2. Untuk faktor linear yang terulang (sama) tuliskan menjadi bentuk pecahan bagian,

. . B B B
seperti berikut; — % + 2_ L4 r

X=Xk (x—xy)? (x—xg)"

3. Tentukan nilai By, By, ... ,B, dengan cara menyamakan penyebut di ruas kanan dan sifat

kesamaan dua suku banyak.

4. Untuk lebih jelasnya cek pemahaman pada soal di bawah ini.
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’ Cek Pemahaman |
3x2 _8x +13

3. Tentukan hasil integral tak tentu I—de,fungsi rasional sejati!
(x+3)(x-1)

Penyelesaian ikuti langkah-langkah berikut ini:

1. Tulislah fungsi integran di atas menjadi pecahan bagian yang berbentuk:

3x* -8x+13 _ By . B2 By
(x+3)(x=12 X+3 (x=D (x_p?2

2. Tentukan nilai-nilai B, B,, B; dengan menyamakan penyebut di ruas kanan,

sifat kesamaan dua suku banyak.

253 KASUS IlI: FAKTOR @Q(x) MEMUAT BENTUK KUADRAT DEFINIT
POSITIF YANG TAK TERULANG

Pada kasus Il ini faktor dari Q(x) memuat faktor kuadrat definit positif, misal

x% +px+q =0,dimana D < 0 atau p®> —4q <0, maka bentuk pecahan untuk faktor ini

adalah: ﬂ Langkah-langkah penyelesaian seperti kasus | dan I1.

X2+ pxX+(q

l Cek Pemahaman |

4. Tentukan hasil integral tak tentu | (x—6)dx

2 , fungsi rasional sejati!
(x+D(x -2x+2)

Penyelesaian ikuti langkah-langkah berikut ini:
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1. Tulislah fungsi integran di atas menjadi pecahan bagian yang berbentuk:
(x—16) _ B N B, X+ B,
(X+)(x2=2x+2) X+1 x%2-2x+2

2. Tentukan nilai-nilai B, B,, B; dengan menyamakan penyebut di ruas kanan,

sifat kesamaan dua suku banyak.

254 KASUS 1lI: FAKTOR Q(x) MEMUAT BENTUK KUADRAT DEFINIT
POSITIF YANG TERULANG

Pada kasus IV ini faktor dari Q(x) memuat faktor kuadrat definit positif, misal

x%2 +px+q = 0,dimana D < 0 atau p®> — 4q < 0 terulang sebanyak m kali, maka bentuk

A1X+Bl A2x+Bz A3X+B3 Amx+Bm
x2+px+q  (X2+px+q)2  (x2+px+q@)3 7 (x2+px+q)™

Langkah penyelesaiannya seperti kasus I, 11 dan I11.

’ Cek Pemahaman ‘
1—x+2x2-x3

5. Tentukan hasil integral tak tentu berikutfm dx.

pecahan bagian untuk faktor ini adalah

Penyelesaian ikuti langkah-langkah berikut ini:

1. Tulislah fungsi integran di atas menjadi pecahan bagian yang berbentuk:

1-x+2x%—x3 _ By | Bpx+Bs |, Bax+Bs
IATer T _ 21 '
x(x2+1)2 x x2+1 (x2+1)2

2. Tentukan nilai-nilai By, B, B3 By, Bs dengan menyamakan penyebut di ruas kanan,

sifat kesamaan dua suku banyak.

KALKULUS Il BERBASIS INTERACTIVE DIGITAL BOOK 48



Tentukanlah setiap integral fungsi rasional berikut ini!

1 J-x +3X— 4
x*—2x— 8

j x> —3x-1 dx

x* +x? - 2x
2x°

e

x8 +4x3 14

4, |
x3 —4x2

X+1
I(x—?»)2

o

x6
5 | omra

X2 +19x +10
7. | ————dx
I 2x* +5x3
3 2
8. Ix 4+x J;x+2dx
X +3x°+2
3 a2
0. [P
(X+3)(x—2)(x< +1)
2
10. jwdx
X< +4X
3_
11.]"2 X ix
(x+12)

1 sz3+5x2+16xdx
x5 +8x%+16

dx

13 J~x3+x2+x+2
ot +3x%+2
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3 pa—

14. ILX]'dX
(x* +1)?

x3 + x2 —-5x+15

| > > dx
15. (X© +5)(x° +2x+3)

****OOO****
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—
R

f(x)

Fungsi F(x) = T’g(X)io’ f(x) dan g(x) memuat fungsi trigonometri maka
g(x

disebut fungsi rasional trigonometri (dalam sin X, cos x). Hanya saja tidak dapat disebut
fungsi rasional sejati atau tidak sejati. Hal ini dikarenakan f(x) = sin x dan f(x) = cos x tidak
mempunyai derajat seperti halnya dengan fungsi polinomial. Pengintegralan jenis ini

menggunakan Metode Substitusi.

Fungsi rasional dalam sin x dan cos x atau R (sin x, cos x), maka [ R(sin x, cos x)

dapat dijadikan integral fungsi rasional dalam z dengan menggunakan substitusi z =

2
1+2z2

1 1 . . ..
tancx —-x=arctanz > x =2arctanz - dx = dz, selanjutnya dapat dicari sin x
dan cos X, sebagai berikut.

1 1 . . . .
z = tan_x — tan_x = =, sehingga dari gambar di samping

diperoleh:
1 z p 1 1
SInN—x = ,aAan CosS—x =
z 2 V1 + z2 2 N1+ 22

_ o1 1 1 1
sinx = sin Z(EX) = 2sin-xcos—x =

z
2
2 2 V1+2z2V1+ 22

1 Jadi sinx = T dan

1 1 a1
cosx = cos 2(;x) = cos?Zx —sin® Jx =——

| Cek Pemahaman_|

Tentukan hasil integral fungsi rasional trigonometri berikut: | - dx
1. 1-+sin x + cos X
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Penyelesaian:
» Gantilah integran fungsi rasional trigonometri menjadi fungsi rasional dalam

variabel z, dengan menggunakan substitusi sebagai berikut:

z=tanzx—> dx = dz,sinx =

1+ z2 1+ z2

» Setelah menjadi fungsi rasional dalam variabel z, maka selesaikan seperti point

dan cosx =——

2.5 pada materi sebelumnya.

Tentukanlah setiap integral fungsi rasional berikut ini!

dx
3+5sinx

dx
1-2sinx
dx
2 +sinXx
dx
5+ 3sinx
dx
5+4sinx

dx
2+ CoS X

dx
3-2sinXx

]

4. |

5.

7.
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(2+ tan? x)sec2 xdx

1+tan2x

8. |

9. [tanxdx
10. [ cot xdx

****OOO****

\ UJI KOMPETENSI-2.3 ‘

A. Pilihan Ganda:Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!

. . . . 17x-3
1. Tentukan integral fungsi rasional berikut [ +
3x“+x-2
N §1n|3x —2|—4lnlx+1|+C D.In|3x — 2| + 4In|x + 1| + C
B. §1n|3x— 2| —§1n|x+ 11+C D. §1n|3x—2| —4ln|x +1|+C
C. §1n|3x—2|+41n|x+1|+c
X+1

2. Tentukan integral fungsi rasional berikut Im X
A. —In|x|+£In|x—2|—£ln|x+3|+c D. —1In|x|+iln|x—2|—iln|x+3+c
10 15 6 10 15

B. —lln|x|—In|x—2|—£|n|x+3|+C E. —1In|x|+iln|x—2|—iln|x+3|+C
6 15 6 10 15

C. —1In|x|+iln|x—2|+£In|x+3|+C
6 10 15

3. Tentukan integral fungsi rasional berikut I de
X=X —Xx+1
A. l1n|x+1|—lln|x—1|— +C D. ln|x+1|—lln|x—1|— +C
2 2 (x—=2) 2 (x=2)
1 4 1 1 4
B. 2In|x + 1| —=In|x — 1| — +C E -Inlx+1|+=In|x—-1|+ +C
2 (x-2) 2 2 (x-2)

+C

C. l1n|x+1|+21n|x—1|— 4
2 (x=2)
. N . 2x%+x-8
4. Tentukan integral fungsi rasional berikut [ x3—x
x°+ 4x
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A. -2 In|x| +§ tan™?! G) +21In|x?+ 4|+ C

B. -2 In|x]| —% tan™?! (g) —2In|x?+4|+C

C. 2In|x| +% tan™?! (32—6) —2In|x?+4|+C
-1(X 2

D. -2In|x| — 2 tan (5) +2In|x“+4|+C

E. 2 In|x| + = tan™? (f) +2In|x?+ 4|+ C
2 2

dx

5. Tentukan integral fungsi rasional trigonometri berikut [ 5 .
—COS X

A - % J3arctan \/§(tan ? xj +cC
B. 2\/5 arctan @(tan ? XJ +cC
C. /3arctan \/§[tan % xJ +cC

D. arctan Jé(tan @ XJ +C

E. %x/garctan \/§(tan g) +C

dx
+5Sin X —Cos X

6. Tentukan integral fungsi rasional trigonometri berikut | 1

tan(:j
A 2Inl——
1+tan(xj

2

+C
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X
bz
C. —In———
2

+C
1+ tan(xj
2
tan(;j
D. In + tan g +C
1+ tan[xj
2
tan()z(j
E. In +2tan X +C
X 2
1+tan| —
3)

B. Soal Essay: Kerjakan dengan langkah-langkah yang benar!

x3-6x%+11x-6
4x3-28x2+ 56x—32

7. Tentukan integral fungsi rasional berikut [

6 3
: . . X +4x°+4
8. Tentukan integral fungsi rasional berikut jj—ﬁ dx
X* —4x
9. Tentukan integral fungsi rasional trigonometri berikut '[ ; dx
3—-2sinx

1+ 2sin+ cos X
— dx

10. Tentukan integral fungsi rasional trigonometri berikut j -
sin x
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BAB III
INTEGRAL TERTENTU

TUJUAN PEMBELAJARAN: @

1. Setelah mempelajari materi ini

o)

FOKUS BAB:

3.1 Teorema Dasar Kalkulusg

3.2 Sifat-gifat Integral Tertentu

2. Setelah mempelajari materi ini 3.3 Teorema Dasar Kallulusg Integral

mahasiswa dapat menenetukan nilai

mahasiswa dapat membuktikan

teorema dasar kalkulus.

/

integral tertentu sesuai dengan
teorema dasar kalklus.
3. Setelah mempelajari materi ini mahasiswa dapat membuktikan teorema dasar kalkulus

integral.

PETA KONSEP

_Teorema Dasar Kalkulus

e

o o T

INTEGRAL TERTENTU h:Sifat-sifat Integral Tertentu

\_ Teorema Dasar Kalkulus Integral




PENGANTAR

Pada dasarnya integral terbagi atas dua macam, yaitu integral tertentu dan integral tak
tentu. Pada integral dapat dipandang sebagai antiturunan dan dapat dipandang sebagai jumlah
Riemann. Integral tentu adalah suatu integral yang dibatasi oleh suatu nilai tertentu yang
biasa disebut sebagai batas atas dan batas bawah. Integral ini biasanya digunakan untuk

mencari luas suatu area. Bentuk umum dari integral tentu adalah sebagai berikut.

DEFINISI INTEGRAL TERTENTU

Misalkan f suatu fungsi yang kontinu pada selang [a,b]. Jika nilai
lim,, Lo, X7ty f(%; )A X; atau limy,; o 2=, f(X; )Ax; ada, dengan X; sebagai titik
tengah pada selang [x;.1 = Xi], maka dapat dikatakan bahwa f dapat di integralkan
(terintegralkan) pada selang [a,b]. Lebih lanjut f(f f(x)dx disebut integral tertentu

(Integral Reimann). Integral Reimann f dari a ke b , yang didefinisikan dengan

f;f(x)dx = limypp) 5o 2itq (e )Ax; = limy Lo, Xy f(5 )A Xi.

R

Teorema Dasar Kalkulus merupakan hubungan timbal balik antara turunan dan
integral. Newton dan Leibniz yang menemukan hubungan ini dan digunakan untuk
mengembangkan kalkulus menjadi metode matematis yang bersistem. Pada Teorema Dasar
Kalkulus dapat digunakan untuk menghitung integral secara amat mudah tanpa harus

menghitungnya sebagai limit jumlah Riemann.

BAHAN DSKUSI SECARA KOLABORATIF-3

3.1.1 Teorema Dasar Kalkulus

Jika f kontinu pada selang [a, b] dan F sebarang anti turunan dari f maka:

b
J £ ()dx=[F()]3 =F(b) - F(a)
a
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Bukti:
Bagilah selang [a, b] menjadi n bagian yang sama panjang, andaikan P:a =Xy< X3 <Xy< "<

Xn.1< Xn = b, b adalah partisi sebarang dari [a, b].

Menurut Teorema Nilai Rata-Rata untuk turunan yang diterapkan pada F untuk selang

|x;—1.x; | diperoleh F(x,) - F(x;_1)=F'(x;) (x; = xj_1)

= f (x;) Ax; untuk suatu x, € (x,,,x,)

Sehingga
F(b) - F(a) = F(xp) - F(xn)

=F(Xn) —F(Xn_1) + F(Xn-1) - F(Xn—2) +...+ F(x1) = F(xQ)

n
=2 [F (Xi ) -F (Xi _1)] Berdasarkan Teorema Nilai Rata-Rata untuk turunan di atas,
i=1 maka:

n
=2 .. A
i=1

Kemudian, karena fungsi f kontinu pada [a,b]. Maka jumlah Riemann ini mempunyai limit

untuk |p| — 0 akibatnya dengan mengambil limitnya untuk|p| — 0 diperoleh:

lim EF(b)—F(a): lim E o AXj

|p[—0i=1 |p|—>0i=1
n n
lim > .. Axj = lim X [F(b)-F(a)] Berdasarkan limit jumlah Reimann, diperoleh:
[p|—>0i=1 [p]—>0i=2
b
[ £ (x)dx =F(b)-F(a)
a
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\ Cek Pemahaman ‘

b
1. Tunjukkan bahwa [kdx = k(b)—k(a) =k (b - a) dengan k konstanta.

Penyelesaian:

b
Tkav=k[x]2= .. = . =k( ..—..)

2
2. Hitunglah [(4x® +7)dx
1
Penyelesaian:

2
3. Hitunglah [(3x* —2x+3)dx
1
Penyelesaian:

3.1.2 Teorema Kelinearan Integral

Jika fungsi f dan g terintegral pada selang [a, b] dan k konstanta, maka kf dan f+g

adalah terintegral dan

a) ?kf(x):k?f(x)dx

b) i[f X)+g(X)x= ? f (x)dx +Zg(x)dx
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) {100~ g0k =1 1 (9] gax

Bukti:
b n
a) [kf(x)dx= lim Yk f(xj)Ax;
a [p|—>0i=1
=k lim Zf(x|)Ax,
[p[—=0i=1
b
=k | f(x)dx
a
b np . _
b) [[f0)+g= lim  X[f(xi)+ g(xi) i
a [p|—0i=1
= lim Z f(xI )AXj + Zg(x|)Ax|
[ p[—0Li= i=1
= lim E oo A+ lim Z o AXj
|p[—0i=1 |p[—0i=1
b b
=[] ... dx+] .. dx
a a
b np . _
0 I[f(0-gek=, lim Z[f () - g(xi) i
a |p[—0i=1
n n
= lim | ¥ . A — X ... AX
|p|—0Li=1 i=1
= lim g o AXj — lim Z o AX
[p[—>0i=1 |p|—>0i=1
b
[ .odx=] .. dx
a a

3.1.3 Teorena Substitusi dalam Integral Tertentu
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Misalkan g(x) suatu fungsi yang mempunyai turunan dan kontinu pada [a , b] dan f kontinu

pada daerah hasil dari g(x), maka fabf(g(x)g’(x) dx = f;((ab))f(u)du, dengan u = g(x)

l Cek Pemahaman |

2
4. Gunakan teorema kelinearan integral untuk menghitung integral berikut: | (4x —6x?)dx
-1

Penyelesaian:

2 2 2
[(4x—6x?) = | 4xdx — | 6x%dx
a 2 2

2 2
=4 [ xdx—6 | x%dx=4[.. ]2, 6] .. 2= (om )= (e m )=
-1 -1
5. Gunakan teorema kelinearan integral untuk menghitung integral berikut:
1
I[xz +(x2 +1)x}dx
0

Penyelesaian:

Agar dapat dengan mudah diintegralkan, sederhanakan terlebih dahulu integrannya
(fungsi yang diientegralkan).

Dengan cara dikalikan terlebih dahulu,
diietegralkan.

baru

Gunakan teorema substitusi dalam integral tertentu untuk menghitung integral berikut:
T ox*+1
| dx

1yx® +3x

Penyelesaian:
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Misal: u = X3+3X, maka du = (3x? + 3)dx = 3(x? + 1Ddx - dx = 3(ZZ+1)

Sedangkan untuk batas bawah dan batas atas unuk variabel x, diubah menjadi batas bawah dan

batas atas untuk variabel u sebagai berikut: x =1->u=13+31=4
x=3->u=3%+33=18

Sehingga soal menjadi

?x2+1 dx—1j8 x2+1  du _118 du
1vx3 +3x 4 u 3(x2 +1) 4 3(Gu)

Silahkan carilah hasil akhirnya.

I

Teorema-Teorema

a) Sifat Penambahan Selang

Jika f terintegralkan pada suatu selang yang memuat tiga titik a, b, dan c, maka

T f (x)dx :T f(x)dx+i f (x)dx.

Bukti:

Untuk memahami teorema di atas, perhatikanlah kurva di bawah ini:

y

A\

y = f(x),
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Pandang dua daerah R; dan R,. Sehingga gabungan dua daerah

R=RiUR;

AR) = A(R1UR3) = A(R1) + A(R2), dimana A(R), A(R;), dan A(R2) merupakan luas
daerah masing-masing bidang tersebut. A(R;). Sehingga dapat dinyatakan sebagai

berikut: f f (x)dx :? f(x)dx+z f (x)dx

b) Sifat Perbandingan

Jika f dan g terintegralkan pada [a,b] dan jika f(x)< g(x)untuk semua x < |[a,b],

b b
maka: | f (x)dx < | g(x)dx
Bukti

Kita ambil sebarang partisi dari [a,b], P: a = Xo < X3 < X2 < "< X, = b dan untuk tiap i

andaikan xi merupakan titik pada bagian ke-i [, ,, x|, maka
f(xi) < g(xj)

f(Xj)AX] < g(Xj )AXj

S ER)A, €D g0)Ax

lim Ef@)mis lim Eg(Z)Axi

|p|—>0i=1 |p—0i=1
b b
[ f(x)dx < [ g(x)dx
a a

c) Sifat Keterbatasan
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Jika f terintegralkan pada [a,b] dan jika m< f(x) < M untuk semua x dalam [a,b

b
maka: m(b—a)< | f(x)dx<M (b —a)
a
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Bukti

Kurva di bawah ini akan membantu dalam memahami teorema di atas
Y A

M =g(x)

m = h(x)

Pembuktian ruas kanan, yaitu | f (x)dx <M (b—-a).
a

Diketahui M = g(x) untuk semua x dalam [a,b], maka menurut teorema sifat

perbandingan:
b b
[ f(x)dx < Jg(x)dx, sehingga

b b

Fgodx=Max=[ .. B=M(u= ) o )
a a
b
Pembuktian ruas kiri, yaitu m(b—a) < | f (x)dx.
a

Diketahui m = h(x) untuk semua x dalam [a,b], maka menuut teorema sifat

perbandingan

b b
[h(x)dx < | f(x)dx, tetapi

b b
Thogdx =T odx=[ o B=m( o = ) o @)
a a

Dari pembuktian (1) dan (2) dapat disimpulkan bahwa teorema tersebut

m<f(x)<M :m(b—a)s?f(x)dng(b—a)

KALKULUS Il BERBASIS INTERACTIVE DIGITAL BOOK 65



’ Cek Pemahaman |

1. Gunakan sifat penambahan selang untuk menghitung nilai integral tertentu berikut:
2
JZ lx] dx

Penyelesaian:

x,x=0

—x,x <0 sehingga batas integral dipecah sesuai

Ingat: definisi nilai mutlak |x| ={

definisi, dengan menggunakan sifat menambahan selang integral menjadi:
2 0 2

Jolxldx = [ —xdx + [ xdx

Silahkan dilanjutkan untuk menentukan nilai integral tersebut.

2. Gunakan sifat penambahan selang untuk menghitung nilai integral tertentu berikut:
f_g’z(x + |x| — 4) dx

Penyelesaian:

3. Gunakan sifat penambahan selang untuk menghitung nilai integral tertentu berikut:

3
Jo, 0 = [x]) dx
Penyelesaian:
3, 3<x<4
Ingat: definisi bilangan bulat terbesar [x] ={2 , 2<x <3 dst
1, 1<x<?2
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Gunakan Teorema Dasar Kalkulus untuk menghitung setiap integral tertentu berikut ini!
8 3
1 J) Yxdx

2. ff 8

x2

3. [Z cosxdx

T

4. [Z2sinx dx
6

5. f (2x* = 3x% +5) dx

Gunakan Teorema substitusi integral tertentu untuk menghitung setiap integral berikut!

1 xX+2
6 s Gaern 9

7. f(? sin®x cosx dx
8. fol x sin(mx?) dx
9. [ m dx
Gunakan sifat penambahan selang untuk menghitung setiap integral berikut ini!
10. [ ]2x — 1] dx
11. f_”nlcosxl dx
12. [* [ — 3] dx

****OOO****
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A. Pilihan Ganda:Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!

1.

Hitunglah integral tertentu berikut f_33 8x V7 + 2x? dx
Al C.5

B.0 D.-3

Hitunglah integral tertentu berikut f04(\/E +V2x +1) dx
A.15 C.12

B.-14 D.-9

Hitunglah integral tertentu berikut [> sin*x cosx dx

A— c.z

24 7
B.— D. -

24 14

. . . 2 dx
Hitunglah integral tertentu berikut f_z =
Alnr C.in

2 5
B.Zgx D.ix

3 3

Hitunglah integral tertentu berikut f01 Inx dx

A -1 C.3
B. 2 D.1
Hitunglah integral tertentu berikut [ f%
A6 C.5
B.—6 D. =7

1 xX+2

Hitunglah integral tertentu berikut | i)t

AL c.>
13 12
B.> D.—25
13 13

i UJI KOMPETENSI-3 ‘

E. 4

m
I
S

m
ul |-
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Hitunglah integral tertentu berikut f(;_ (cos 2x + sin 2x) dx
A -2 C—-1 E.-3
B.: D.1
2
Hitunglah integral tertentu berikut f_ll (Ix3] + x3)dx
A -2 C. = E, -1
2 3

B.1 D. -1
2 3

Hitunglah integral tertentu berikut f_"n (Isinx| + x>)dx

A =3 C.—4 E. 4
B.5 D. -6

Soal Essay: Kerjakan dengan langkah-langkah yang benar!

x+2,jika0<x<?2

Hitunglah fosf(x) dx , dari fungsi f(x) = {6 —x,jika2 <x<5

Hitunglah integral tertentu berikut f__zl —ng —

Hitunglah integral tertentu berikut [2; x2(sin?(x®) cos(x®) dx
2

dt

Hitunglah integral tertentu berikut | 14 WD

Hitunglah integral tertentu berikut [ |sin®6]| cos 6 d@
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BAB IV
APLIKASI INTEGRAL TERTENTU
LUAS BIDANG DATAR

TUJUAN PEMBELAJARAN: @

1. Setelah mempelajari materi ini

mahasiswa dapat menghitung (D
luas bidang datar. FOKUS BAB:
2. Setelah mempelajari materi ini 4.1 Lluas Bidang Datar
mahasiswa dapat menghitung 4.2 Volume Benda Putar:
volume benda putar dengan a. Metode Cakram
metode cakram. 6. Maetode Cincin
3. Setelah mempelajari materi ini ¢. Metode Kulit SiCinder
mahasiswa dapat menghitung 4.3 Volume Benda: Metode Trigan
volume benda putar dengan Benda Padat
metode cincin. 4.4 Panjang Kuva
4. Setelah mempelajari materi ini 4.5 Luas Permubaan Genda putar
mahasiswa dapat menghitung 4.6 Masgsa dan Pusat Massa
volume benda putar dengan 47 Fisika:
metode kulit silinder. a. Usaha
5. Setelah mempelajari materi ini 6. Tohanan Zat Cair
mahasiswa dapat menghitung
volume benda padat. j
6. Setelah mempelajari materi ini

mahasiswa dapat menghitung U
panjang kurva..
7. Setelah mempelajari materi ini mahasiswa dapat menghitung luas permukaan benda putar.
Setelah mempelajari materi ini mahasiswa dapat menghitung usaha dengan integral.
9. Setelah mempelajari materi ini mahasiswa dapat menghitung tekanan zat cair dengan
integral.

oo



PETA KONSEP

Luas Bidang Datar

Metode Cakram

Volume Benda Putar " petode Cincin

\Metod e Kulit Silinder

Volume Benda Padat

~ o~
APLIKASIINTEGRAL TERTENTU

_Panjang Kurva

Luas Permukaan Benda Putar

Fisika-Usaha

PENGANTAR

Penerapan integral dalam kehidupan sehari-hari sangat luas. Dari yang sederhana,
hingga aplikasi perhitungan yang sangat kompleks. Aplikasi integral banyak digunakan di
berbagai disiplin ilmu. Beberapa contoh penggunaan integral dalam disiplin ilmu alam adalah
digunakan dalam bidang biologi untuk menghitung laju pertumbuhan organisme, dalam
bidang fisika untuk menghitung massa, pusat massa, usaha dan tekanan zat cair. Sedangkan
aplikasi integral untuk hal-hal yang lain, misalnya digunakan untuk mencari luas suatu area,
menghitung volume benda dan lain sebagainya. Berikut merupakan aplikasi-aplikasi integral
yang telah dikelompokkan dalam beberapa kelompok perhitungan. Penjelasan lebih lanjut
dapat dilihat pada keterangan yang diberikan.

Sebagai ilustrasi dengan runtuhnya
Jembatan Tacoma, Washington yang panjangnya
1,8 km di buka pada 1 Juli 1940. Empat bulan
kemudian jembatan tersebut runtuh karena badai

yang berkekuatan 68 km/jam.

Sedangkan di  Indonesia  runtuhnya
jembatan Kutai Kartanegara pada 26 Nopember
2011, yang disebabkan kesalahan konstruksi

dasar.
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4.1.1 LUAS BIDANG DATAR DIBATASI SATU KURVA

Pilar-pilar jembatan pada gambar di bawah membentuk partisi-partisi yang akan

ditemukan dalam pokok bahasan menghitung luas daerah dengan menggunakan integral.

A. LUAS DAERAH DENGAN KONSEP LIMIT JUMLAH RIEMANN
Menentukan luas daerah dengan konsep limit jumlah Riemann dapat diilustrasikan

olen Gambar 4.1 di bawah. Langkah pertama AY

yang dilakukan adalah membuat partisi, y:f(x)/
mengaproksimasi, menjumlahkan, dan
menghitung limitnya.

Misalkan daerah yang dibatasi oleh grafik
fungsi y = f(x) yang kontinu pada [0,a],dan )
sumbu X, seperti Gambar 4.1. Berikut ini akan
dijelaskan langkah-langkah menentukan luas Li| )
bidang dengan konsep limit jumlah Riemann: X

Z >

1. Gambarlah daerahnya. 0

X; a
Gambar: 41 )| Axle—
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2. Bagilah interval menjadi selang yang sama panjang.

3. Partisilah daerah tersebut menjadi, 0 = xo < x; < x, < <x; 1 <x5 < <xp,=a

4. Masing-masing partisi buatlah persegi panjang. Perhatikan partisi ke-i pada interval
[xi-1 , Xi], dengan mengambil titik sampel pada ujung selang x; € [x;_4, x;].

5. Aproksimasi luasnya, yaitu tentukan luas persegi panjang ke-i: L; = f(x;)Ax; (dengan
panjang = f(x)).

6. Jumlahkah luas semua persegi panjang: L; = ). f(x;)Ax;

7. Hitung nilai limit jJumlahnya. Jika partisi diambil sebanyak n — <o, maka luas bidang datar

sebagai berikut.

n n
Luas bidang datar ~ Z fx)Ax; = limz f(x)Ax;
n—oo

INGAT!
NOTASI SIGMA (3)

Sering kali dilakukan operasi penjumlahan dari sejumlah berhingga bilangan real,
misalkan a; + a, + az; + ...+ a,, operasi ini dapat disingkat dengan menggunakan
lambang penjumlahan ) (Notasi Sigma) yang didefinisikan sebagai berikut.

Definisi, Notasi Sigma (%)

Misalkana,, a,,as, ...,a, € R.Jumlah dari a,, a,,as, ..., a,, dapat disingkat dengan
lambang Y, n yang didefinisikan sebagai ».'_;a; = a; + a, + az; + ...+ a,
Definisi

Misalkanc €Rmaka Y.;_;c=c+c+c+-+c=nc

TEOREMA JUMLAH KHUSUS

. n(n+1) —

1 Yini=——
. 1)(2n+1

2. Y1 i? = M — | Silahkan buktikan dengan Induksi Matematika!
. n(n+1)

3. XL, % =] 12

—

2
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l Cek Pemahaman |

1. Diketahui daerah D yang dibatasi oleh grafik fungsi y = x2 yang kontinu pada [0,4], dan

sumbu X. Tentukan luas daerah D tersebut dengan menggunakan cara limit jumlah.

Penyelesaian:

Langkah-langkahnya sebagai

berikut. A

a. Gambarlah daerah D.

b. Bagilah interval [0, 4] menjadi n
selang yang sama panjang;
dengan panjang setiap partisi %.

c. Partisi daerah tersebut menurut
persegi panjang luar.

d. Tentukan ukuran persegi panjang

pada interval [Xi, Xi+1], Ax; :%

hitunglah luasnya. /I

f(x)=x*

-7\ buah

- X

xO =
X1

I
NSO

X2

Il
w
S| a3

X3

x; =i, maka f(x) = f(x) = (x)? = (i.2)? = i? =2

Jadi luas daerah ke-i adalah:

L; = f(x;) Ax;
.= iZE f
¢ n? 'n

e.Jumlahkan luas semua partisi adalah:

n
Luas daerah D = Z f(x;) Ax;

=1
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f. Ambil limitnya untuk n — oo

Luas daerah D = lim ]
n—-0o
i=1

nn+1)2n+1)
6

n-oo N
i=1

64 n(n+1)(2n+1)
= lim — ]

n—-oo N 6
I
h nl—r>£>10 n3 6

=7111_r)r010[3 +n+n2]

=—+0+0
3

= T satuan luas

2. Diketahui daerah D yang dibatasi oleh grafik fungsi y = x? + 2 yang kontinu pada
[-1,2], dan sumbu X. Tentukan luas daerah D tersebut dengan menggunakan cara limit
jumlah.

3. Diketahui daerah D yang dibatasi oleh grafik fungsi y = x3 yang kontinu pada [-1,3], dan

sumbu X. Tentukan luas daerah D tersebut dengan menggunakan cara limit jumlah.
B. LUAS DAERAH DENGAN KONSEP INTEGRAL RIEMANN

B.1 TEOREMA 1: Luas Daerah di batasi Satu Kurva di Atas Sumbu X
Misalkan D adalah suatu daerah yang dibatasi oleh grafik fungsi f yang kontinu [a, b],

f(x) >0 pada [a, b] garis X = a, garis x = b dan sumbu x. maka :

n n
b
Luas D = lim Z f(x)Ax; = |£i|moz f(x;)Ax; = f f(x)dx
n—oo -
i=1 i=1 a

Bukti:
a. Gambar daerah D, dengan mmembagi selang [a, b] dibagi menjadi n bagian dengan

lebar selang ke-i adalah Ax; = x; — x;_ . Seperti pada Gambar 4.2 di bawah ini.

KALKULUS Il BERBASIS INTERACTIVE DIGITAL BOOK 75



y=f@)
A

= mm————

e
——,

i
[xA)
kb
i
L
-

Gambar: 4.2 Ay

b. Ambil titik sampel x; € [x;_; x;], kemudian tentukan luas daerah satu bagian ke-i

dengan panjang= ... (Ingat: panjang berada di atas sumbu x ), dan lebar Ax; =

X; — x;_, adalah: L; = panjang.lebar = ... Ax;

c. Menghitung luas daerah D seluruhnya yang merupakan jumlah Riemann, yaitu:

LuasD =Y, .. Ax.
d. Dengan mengambil n — oo atau Ax; — 0, smaka luas daerah D adalah:
n

Luas D = lim v Ax;

n—oo
i=1

e. Limit sigma ini oleh Riemann dinotasikan dengan integral tertentu sebagai berikut:
. b
Luas D = 1111_1)10102&1 v Axp = [ f(x) dx.
Pembuktian tersebut menunjukkan bahwa secara geometri integral Riemann dapat
diartikan sebagai luas daerah yang dibatasi kurva y = f(x) pada interval [a,b], yaitu

Luas D = lim Y-, .. Ax; = f: f (x) dx (Integral Riemann/Integral Tertentu).
n—o0

Berdasarkan Teorema Dasar Kalkulus, telah terbukti bahwa integral Riemann yang
berbunyi misalkan f fungsi yang kontinu pada selang [a, b], dan F adalah anti turunan dari f

b

pada selang tersebut, maka berlaku | f (x)dx = [F(x)]g =F()-F(@).
a

Jadi luas daerah Luas D = lim )i, f(x;)Ax; = f:f(x) dx, dapat dihitung dengan
n—-oo

menggunakan Teorema Dasar Kalkulus tersebut.
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l Cek Pemahaman ‘

4. Diketahui daerah D yang dibatasi oleh grafik fungsi y = x? yang kontinu pada [0,4], dan
sumbu X. Tentukan luas daerah D tersebut dengan menggunakan integral Riemann.
Penyelesaian:
Langkah-langkahnya sebagai berikut:

a. Gambar daerah D

AT
20 | yp=x7
15 ’7:
//'
- R
0 (s
P - =
.»'/ = /),-” |
> F o
A s
=
5) - : ' *
1 2 3 4 5

b. Menentukan batas integral, yaitu pada interval [0,4]
c. Menghitung luas daerah D yang dibatasi fungsi y = x? pada interval [0,4],

dan f(x) = 0, dengan integral, sebagai berikut:

Luas D = limy,_o Y=y f (%) Ax; = f;x2 dx = .. satuan luas

5. Diketahui daerah D yang dibatasi oleh grafik fungsi y = x? + 2 yang kontinu pada
[-1,2], dan sumbu X. Tentukan luas daerah D tersebut dengan menggunakan integral
Riemann.

Penyelesaian:

Langkah-langkahnya sebagai berikut:
a. Gambar daerah D.
b. Menentukan batas integral pada sumbu x, yaitu pada interval [—1,2].

c. Menghitung luas daerah D dengan integral Riemann (integral tertentu).

6. Diketahui daerah D yang dibatasi oleh grafik fungsi y = x3 yang kontinu pada [-1,3], dan

sumbu X. Tentukan luas daerah D tersebut dengan menggunakan integral Riemann.
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Penyelesaian:
Langkah-langkahnya sebagai berikut:
a. Gambar daerah D.
b. Menentukan batas integral pada sumbu x, yaitu pada interval [—1,3].

c. Menghitung luas daerah D dengan dengan integral Riemann (integral tertentu).

B.2 TEOREMA 2: Luas Daerah di Batasi Satu Kurva di Atas Sumbu Y
Misalkan D adalah suatu daerah yang dibatasi oleh grafik fungsi x = f(y) yang

kontinu [c,d], f(y) = 0 pada [c,d] garisy = ¢, garis y = d dan sumbu y. maka :

n n
d
Luas D = lim " £ &y, = lim > £ A = [ FG) dy
i=1 i=1 ¢
Bukti:

a. Gambar daerah D, dengan mmembagi selang [c, d] dibagi menjadi n bagian dengan

lebar selang ke-i adalah Ay; = y; — y;_; . Seperti pada Gambar 4.3 di bawah ini.

YA
1 g ¥=f
}?I:

f{e)

Gambar: 4.3

b. Ambil titik sampel y; € [y;_; y;], kemudian tentukan luas daerah satu bagian ke-i
dengan panjang= ... (Ingat: panjang berada di atas sumbu y ), dan lebar Ay; =
y; — Vi_; adalah: L; = panjang.lebar = ... Ay;

c. Menghitung luas daerah D seluruhnya yang merupakan jumlah Riemann, yaitu:
LuasD=Y", .. Ay.

l
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d. Dengan mengambil n — oo atau Ayx; — 0, smaka luas daerah D adalah:

n

Luas D = lim . Ay
n—oo
i=1

e. Limit sigma ini oleh Riemann dinotasikan dengan integral tertentu sebagai berikut:

LuasD =lim Y%, .. Ay; = fcd . dy.
n—-oo

| Cek Pemahaman ‘

7. Diketahui daerah D yang dibatasi oleh grafik fungsi = y? , sumbu y dan garis y = 3.
Tentukan luas daerah D tersebut dengan menggunakan integral Riemann.
Penyelesaian:
Langkah-langkahnya sebagai berikut:
a. Gambar daerah D.
b. Menentukan batas integral pada sumbu y.

c. Menghitung luas daerah D dengan dengan integral Riemann (integral tertentu).

8. Diketahui daerah D yang dibatasi oleh grafik fungsi = 2,/y , sumbu y dan garis y = 4.
Tentukan luas daerah D tersebut dengan menggunakan integral Riemann.
Penyelesaian:
Langkah-langkahnya sebagai berikut:
a. Gambar daerah D.
b. Menentukan batas integral pada sumbu y.

c. Menghitung luas daerah D dengan dengan integral Riemann (integral tertentu).

B.3 TEOREMA 3: Luas Daerah di Batasi Satu Kurva di Bawah Sumbu X
Misalkan D adalah suatu daerah yang dibatasi oleh grafik fungsi f yang kontinu [a, b],

f(x) < 0 pada [a, b] garis X = a, garis x = b dan sumbu x. maka :

n n b b
Luas D = Tlll_r)roloz —f(x)Ax; = |1A1|TOZ —f(x)Ax; = J —f(x)dx = —j f(x)dx
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Bukti:

a. Gambar daerah D, dengan mmembagi selang [a, b] dibagi menjadi n bagian (lebar
tidak harus sama) dengan lebar selang ke-i adalah Ax; = x; — x;_, . Seperti pada
Gambar 4.4 di bawah ini.

Kal

Gambar: 4.4

b. Ambil titik sampel x; € [x;_; x;], kemudian menentukan luas daerah satu bagian ke-i
dengan panjang= ... (Ingat: panjang berada di bawah sumbu x ), dan lebar
Ax; = x; — x;_4 adalah: L; = panjang.lebar = ... Ax;.

c. Menghitung luas daerah D seluruhnya yang merupakan jumlah Riemann dituliskan
sebagai : LuasD =Y, .. Ax;.

d. Bagilah selang [a, b] menjadi n bagian, dengan ambil n — oo atau Ax; — 0, sehingga
Luas daerah D adalah: Luas D = lim, o, Xy ... Ax;

e. Limit sigma ini oleh Riemann dinotasikan dengan integral tertentu sebagai berikut:

LuasD =lim Y%, .. Ax; = — f:f(x) dx.
n—oo

’ Cek Pemahaman ‘

9. Diketahui daerah D yang dibatasi oleh grafik fungsi = %x — 2, sumbu X, garis x = 4.

Dan sumbu y. Tentukan luas daerah D tersebut dengan menggunakan integral Riemann.
Penyelesaian:

Langkah-langkah menentukan luas daerah D, sebagai berikut:
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a. Gambar daerah D.

b. Menentukan batas integral pada sumbu x.

c. Menghitung luas daerah D dengan dengan integral Riemann (integral tertentu).

10. Diketahui daerah D yang dibatasi oleh parabola y = x* — 6x dan sumbu X.
Penyelesaian:
Langkah-langkah menentukan luas daerah D, sebagai berikut:

a. Gambar daerah D.

b. Menentukan batas integral pada sumbu x.

c. Menghitung luas daerah D dengan dengan integral Riemann (integral tertentu).

B.4 TEOREMA 4: L uas Daerah di Batasi kurva y = f(x) dan Sumbu X
Misalkan D adalah suatu daerah yang dibatasi oleh grafik fungsi y = f(x), sumbu X,

garis x = a dan garis x = c, dengan f(x) = 0 pada interval [a, b], dan f(x) <
0 pada interval [b, c], maka luas daerah D adalahLuas D = f: fx)dx — fbc f(x)dx
Bukti:

a. Gambar daerah D, seperti pada Gambar 4.5 di bawah ini.

LY

D1

Gambar: 4.5
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b. Pada Gambar 4.5, daerah D terbagi menjadi 2 daerah, yaitu daerah D1 yang dibatasi
y = f(x),dengan f(x) > 0 pada interval [a, b] dan daerah D2 yang dibatasi y =
f(x),dengan f(x) < 0 pada interval [b, c]

c. Menghitung luas daerah D seluruhnya sesuai dengan batas-batasnya, yaitu:

LuasD:fab . dx + [fbc . dx].

’ Cek Pemahaman ‘

11. Diketahui daerah D yang dibatasi oleh grafik fungsi y = sinx, sumbu x pada interval
[0,27]. Tentukan luas daerah D tersebut dengan menggunakan integral Riemann.
Penyelesaian:
Langkah-langkah menentukan luas daerah D, sebagai berikut:
a. Gambar daerah D.
b. Menentukan batas integral pada sumbu x.

c. Menghitung luas daerah D dengan dengan integral Riemann (integral tertentu).

4.1.2 LUAS DAERAH ANTARA DUA KURVA DENGAN INTEGRAL RIEMANN

TEOREMA 5: Luas Daerah Antara Dua Kurva
Misalkan D adalah suatu daerah yang dibatasi dua kurva fungsi y = f(x) dany = g(x)

dengan f(x) > g(x), pada interval [a, b], maka luas daerah D adalah:

n b
Luas D = Jim ' [£G) — gGlax: = [ [FG) = ()] d

Bukti:
Dengan menggunakan cara : partisi, aproksimasi, jumlahkan, ambil limitnya, integralkan,
maka dapat ditentukan luas daerah antara dua kurva tersebut.
Langkah-langkah pembuktian, sebagai berikut:
a. Gambar daerah D yang dibatasi dua kurva, seperti Gambar 4.6 di bawah ini.
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b. Buat partisi pada daerah D.
c.  Ambil titik sampel x; € [x;_; x;], kemudian menentukan luas daerah satu bagian ke-i

dengan panjang=( ... — ... ), dan lebar Ax; = x; — x;_, adalah:
L; = panjang.lebar = ( .. — ... ) Ax;.
d. Jumlahkah luas semua persegi panjang: L; =~ »i4[ ... — ... JAx;

e. Jika partisi diambil sebanyak n — o0, maka luas daerah D adalah:

12. Diketahui daerah D yang dibatasi oleh grafik fungsi y = x? + 2 dan y = —x, pada
interval [—2, 2]. Tentukan luas daerah D tersebut dengan menggunakan integral Riemann.
Penyelesaian:
Langkah-langkah menentukan luas daerah D, sebagai berikut:
a. Gambar daerah D.
b. Menentukan batas integral pada sumbu x.
c. Menghitung luas daerah D dengan dengan integral Riemann (integral tertentu).
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13. Diketahui daerah D yang dibatasi oleh grafik fungsi y = x? dan y = —x + 2. Tentukan
luas daerah D tersebut dengan menggunakan integral Riemann.
Penyelesaian:
Langkah-langkah menentukan luas daerah D, sebagai berikut:
a. Gambar daerah D.
b. Menentukan batas integral pada sumbu X, dengan cara mencari titik potong kedua
fungsi tersebut.

c. Menghitung luas daerah D dengan dengan integral Riemann (integral tertentu).
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. Diketahui daerah D yang dibatasi grafik fungsi y = x? + 1, sumbu x pada interval [—1, 2].
Ditanyakan:
a. Gambar daerah D tersebut.
b. Tentukan luas daerah D dengan menggunakan limit jumlah Riemann.

. Diketahui daerah D yang dibatasi grafik fungsi y = x? 4+ 2x — 3, dan sumbu x.
Ditanyakan:
a. Gambar daerah D tersebut.
b. Tentukan luas daerah D dengan menggunakan integral Riemann.

. Diketahui daerah D yang dibatasi grafik fungsi x = 8y — y2, dan sumbu y.
Ditanyakan:
a. Gambar daerah D tersebut.
b. Tentukan luas daerah D dengan menggunakan integral Riemann.

. Diketahui daerah D yang dibatasi grafik fungsi y = x? — 2x dany = —x2.
Ditanyakan:
a. Gambar daerah D tersebut.
b. Tentukan luas daerah D dengan menggunakan integral Riemann.

. Diketahui daerah D yang dibatasi grafik fungsi x = y2 — 2y danx —y — 4 = 0.
Ditanyakan:
a. Gambar daerah D tersebut.
b. Tentukan luas daerah D dengan menggunakan integral Riemann.

Fkkk ()R rHrH
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i UJI KOMPETENSI-4.1 ‘

A. Pilihan Ganda:Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!

1.

Luas daerah D yang dibatasi oleh grafik fungsi y = x + 3, sumbu x, garis x =

—2 dan garis x = 3, adalah:

A. 17% satuan luas C. 17 satuan luas E. 17 satuan luas

B. 15% satuan luas d. 16% satuan luas

Luas daerah D yang dibatasi oleh grafik fungsi y = x3, sumbu x, garisx =

—2 dan garis x = 2, adalah:

A.10 satuan luas C. 7% satuan luas E. 8 satuan luas

B. 7 satuan luas D. 6% satuan luas

Diketahui daerah D seperti pada Gambar di bawah, luas daerah D tersebut adalah:

Y A
y=Xx
¥ =2 —x;
=B3
1
A.% satuan luas C. 7 satuan luas E. 75 satuan luas
9
B. 3 satuan luas D. > satuan luas

Luas daerah D yang dibatasi oleh grafik fungsi 4y? — 2x = 0 dan 4y? + 4x — 12 =
0 adalah:
A. 3 satuan luas C. 4 satuan luas E. 7 satuan luas

5 satuan luas D. 6 satuan luas
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5. Luas daerah D yang dibatasi oleh grafik fungsi y = x — 1 dan x = 3 — y? adalah:

3 5 9
A'E satuan luas C. > satuan luas E. o satuan luas

5 7
B. 3 satuan luas D. 3 satuan luas

6. Luas daerah D yang dibatasi oleh grafik fungsi x = —6y% + 4y dan x + 3y — 2 =
0 adalah:

3 5 9
A.— satuan luas C.— satuan luas E. — satuan luas
213 216 213

B.— satuan luas D. —— satuan luas
216 213
7. Luas daerah D yang dibatasi oleh grafik fungsi y? = 4x dan 4x — 3y = 4 adalah:

125 125 125
A'Z satuan luas C. > satuan luas E. — satuan luas

225 225
B. —r satuan luas D. — satuan luas

B. Soal Essay: Kerjakan dengan langkah-langkah yang benar!

8. Diketahui daerah D yang dibatasi grafik fungsi y = x + 6, y = x3, dan 2y + x = 0.
Ditanyakan:
a. Gambar daerah D tersebut.
b. Tentukan luas daerah D dengan menggunakan integral Riemann.

9. Diketahui segitiga yang titik-titik sudutnya adalah (—1,4), (2, —2) ,dan (5,1) .
Ditanyakan:
a. Gambar segitiga tersebut.
b. Tentukan luas segitiga dengan menggunakan integral Riemann.

10. Hitunglah jumlah luas A, B, C, dan D dalam Gambar di bawah ini.

¥ A
y =
_3.’9\; /
39) N (3.9)
E
24 ) e
. ox
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BAB IV-2
APLIKASI INTEGRAL TERTENTU
VOLUME BENDA PUTAR
METODE CAKRAM, CINCIN, DAN KULIT SILINDER

TUJUAN PEMBELAJARAN: A @
1. Setelah mempelajari materi ini FOKUS BAB:
mahasiswa dapat menghitung volume 4.2 Volume Benda Putar:
benda putar dengan metode cakram. 1. Metode Cakram
2. Setelah  mempelajari  materi  ini LI GEZE:
3. Kulit Siinder

mahasiswa dapat menghitung volume

benda putar dengan metode cincin. W,

3. Setelah mempelajari  materi  ini
mahasiswa dapat menghitung volume benda putar dengan metode kulit silinder.

PETA KONSEP

Luas Bidang Datar

Metode Cakram
Volume BendaPutar 7 pjetode Cincin

“\_ Metode Kulit Silinder

r LS N ™
I/ APLIKASIINTEGRAL TERTENTU | Volume Benda Padat

Panjang Kurva

_Luas Permukaan Benda Putar

Fisika-Usaha



PENGANTAR

Penerapan integral dalam kehidupan sehari-hari sangat luas. Salah satunya digunakan
untuk menghitung volume benda putar. VVolume benda
putar adalah volume benda ruang yang terbentuk dari
hasil pemutaran suatu daerah di bidang datar terhadap
garis tertentu (sumbu rotasi).

Sebagai ilustrasi, botol di samping dapat

dipandang sebagai benda putar jika kurva di atasnya
diputar menurut garis horisontal. Sehingga volume
botol dapat ditentukan dengan menggunakan aplikasi
integral.

Pada pokok bahasan ini akan dipelajari

penggunaan integral untuk menghitung volume benda [ \ AN

putar dengan metode cakaran dan metode cincin. u j‘U
Penjelasan lebih lanjut dapat dilihat pada penjelsan
berikut..

4.2.1.a METODE CAKRAM DENGAN SUMBU PUTAR SUMBU X

Secara umum, volume dinyatakan sebagai luas alas dikali tinggi. Secara matematis,
ditulis: V = luas alas . Tinggi = a.t.

%N :
ST e

Misalkan D adalah suatu daerah yang dibatasi oleh grafik fungsi kontinu y =
f(x) dengan f(x) = 0 padainterval [a,b], garis x=a, garis x=Db dan sumbu x. Jika
daerah D diputar mengelilingi sumbu x sebesar 360°, maka volume benda putar yang terjadi

dapat ditentukan sebagai berikut.
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Penemuan Rumus Volume Benda Putar dengan Metode Cakram

1. Gambarlah daerah D, kemudian bagian interval [a , b] menjadi selang yang sama panjang.

Partisilah interval tersebut menjadi, a = xo < x; < x, < ==

seperti terlihat pada Gambar 4.7 di bawah ini.

<xi 1 <x; < <xp,=b,

T M
A P
~dh= a4 Y=/
& f/ Ly
Gambar 4.7
v

2. Bila daerah tersebut diputar mengelilingi sumbu x sebesar 360°, seperti terlihat pada

Gambar 4.8 berikut. Perhatikan partisi ke-i pada interval [Xi.; , Xi].

Y 4

y=f(x)

I
4

X

N

Gambar 4.8
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3. Perhatikan satu partisi ke-i, hasil perpuataran satu partisi berbentuk cakram lingkaran,
seperti terlihat pada Gambar 4.9 di bawah ini. Bentuk cakram lingkaran tersebut

mempunyai jari-jari f(x;) dan tebalnya ( tinggi) Ax;.

1 partisi ber bentuk cakram

Gambar 4.9

Sehingga volume cakram lingkaran tersebut adalah luas alas . tinggi atau V; = a .t
Vi = luas lingkaran .tinggi
Vi=arl.t=n( .. )2( ..)

4. Jadi volume seluruhnya adalah sebagai berikut.

n
Vp = Z]/l
i=1

Vo =X m( ... )>( .. ),biladiambil n —» oo, maka volume daerah D adalah

Vp =limpe 2=y (... )?( ... ), Ingat limit sigma oleh Riemann dinotasikan:
b

Vszrr(... )? ..
a

5. Kesimpulan volume benda putar tersebut adalah sebagai berikut.
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4.2.1.b METODE CAKRAM DENGAN SUMBU PUTAR SUMBU Y

5 N
;@?ﬁ/% BAHAN DISKUSI SECARA KOLABORATIF-4.2-2
&

Misalkan D adalah suatu daerah yang dibatasi oleh grafik fungsi kontinu x =
f(y) dengan f(y) > 0 pada interval [c,d], garis y = ¢, garis y =d dan sumbu y. Jika
daerah D diputar mengelilingi sumbu y sebesar 360°, maka volume benda putar yang terjadi
dapat ditentukan sebagai berikut.
Penemuan Rumus Volume Benda Putar dengan Metode Cakram
1. Gambarlah daerah D, kemudian bagian interval [c , d] menjadi selang yang sama panjang.
Partisilah interval tersebut menjadi, c = yo < y; <y, <+ <y, 1 <y; <+ <y, =d,
seperti terlihat pada Gambar 4.10 di bawabh ini.
v A

=Sy

; AN

¥i-a T
¥i

M
.
Ty

W
¥

Gambar 4.10

2. Bila daerah tersebut diputar mengelilingi sumbu y sebesar 360°, seperti terlihat pada

Gambar 4.11 berikut. Perhatikan partisi ke-i pada interval [y;_1, y;].
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M

Gambar 4.11

. Perhatikan satu partisi ke-i, hasil perpuataran satu partisi berbentuk cakram lingkaran,
seperti terlihat pada Gambar 4.12 di bawah ini. Bentuk cakram lingkaran tersebut
mempunyai jari-jari f(y;) dan tebalnya ( tinggi) Ay;.

1 partisi e-rben.t'ujc cetkrenn

Gambar 4.12

Sehingga volume cakram lingkaran tersebut adalah luas alas . tinggi atau V; = a .t
Vi = luas lingkaran .tinggi

Vi=mr?2.t=nm( .. )2( ...)

. Jadi volume seluruhnya adalah sebagai berikut.

n
VD = Z Vi
i=1

Vo =Yt m( .. )?( .. ),biladiambil n — oo, maka volume daerah D adalah

Vp = limy_0o 2oieq 7 (... )%( ... ), Ingat limit sigma oleh Riemann dinotasikan:
d

Vszn(... )? ...

c
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5. Kesimpulan volume benda putar tersebut adalah sebagai berikut.

1. Diketahui daerah D yang dibatasi oleh grafik y = x2 + 1, sumbu x, sumbu y, dan garis

x = 2. Bila daerah D diputar mengelilingi sumbu x, tentukan volume benda putar
tersebut.

Penyelesaian:

Langkah-langkahnya sebagai berikut.

a. Gambarlah daerah D, sebagai berikut:

/ v=x |

T 4

i
il

> % «—

T

KALKULUS Il BERBASIS INTERACTIVE DIGITAL BOOK 94



c. Berdasarkan gambar tentukan batas daerah D = [0, 2], jari-jari=r= ... , dan
tinggi =h =
d. Tentukan rumus volume benda putar dan hitunglah hasilnya.

Vo=mr2.t=m( .. )*( )= [ 7 (. )* .. (Silahkan dicari!)

2. Diketahui daerah D yang dibatasi oleh grafik y = x?, sumbu y, dan garis y = 2. Bila
daerah D diputar mengelilingi sumbu y, tentukan volume benda putar tersebut.

Penyelesaian:

Langkah-langkahnya sebagai berikut.

a. Gambarlah daerah D, dan gambar pula hasil perputaran daerah D tersebut.
A

\ 4

b. Tentukan batas daerah D, dengan terlebih dahulu mengubah fungsi y = x2 menjadi fungsi
x=fy)=
c. Tentukan jari-jari=r= ... , dantinggi=h=

d. Tentukan rumus volume benda putar dan hitunglah hasilnya.

Vp=mr2.t=m( ..)2( ..)= [ m(.. )% ..(Silahkan dicari!)

Cc
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4.2.2.a METODE CINCIN DENGAN SUMBU PUTAR SUMBU X

Secara umum, volume dinyatakan sebagai luas alas dikali tinggi. Secara matematis,

ditulis: V = luas alas . Tinggi = a.t.

a4 : .
il | mamax prskust spcans Kovamonamr-12:3 |
<)

Misalkan D adalah suatu daerah yang dibatasi oleh grafik fungsi kontinu y =

f(x) dany = g(x) dengan f(x) = g(x) padainterval [a,b], garis x=a, garis x=Db dan

sumbu x. Jika daerah D diputar mengelilingi sumbu x sebesar 360°, maka volume benda

putar yang terjadi dapat ditentukan sebagai berikut.

Penemuan Rumus Volume Benda Putar dengan Metode Cincin

1. Gambarlah daerah D, kemudian bagian interval [a , b] menjadi selang yang sama panjang.
Partisilah interval tersebut menjadi, a = xy < x; < x, <+ <x;_1 <x; <+ <x, =b,

seperti terlihat pada Gambar 4.13 di bawah ini.

£ = Ax,

Y#\

A

Gambar 4.13

W

2. Bila daerah tersebut diputar mengelilingi sumbu x sebesar 360°, seperti terlihat pada

Gambar 4.14 berikut. Perhatikan partisi ke-i pada interval [Xi.1 , Xi].
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Y N
4)‘ ‘e y = f(x)

A

Gambar 4.14

3. Perhatikan satu partisi ke-i, hasil perpuataran satu partisi berbentuk cincin, seperti terlihat
pada Gambar 4.15 di bawah ini. Bentuk cincin tersebut mempunyai jari-jari (r?> — R?)

atau f2(x;) — g*(x;) dan tebalnya ( tinggi) Ax;.

= flx;

Gambar 4.15

I paritisi berbentuk cincin flxp -

glx;)

Sehingga volume cincin lingkaran tersebut adalah luas alas . tinggi atau V; = a .t
Vi = luas lingkaran .tinggi
Vi=n(@?—-R).t=n( .. — . )( ..)

4. Jadi volume seluruhnya adalah sebagai berikut.

n
VD = z Vi
i=1
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Vp=Yyr( .. — .. )( ..), bila diambil n - o, maka volume daerah D

adalah:
Vp =lim, e Xie;®( ... — ... )(..), Ingatlimitsigma oleh Riemann dinotasikan:
b

a

5. Kesimpulan volume benda putar tersebut adalah sebagai berikut.

4.2.2.b METODE CINCIN DENGAN SUMBU PUTAR SUMBU Y

Misalkan D adalah suatu daerah yang dibatasi oleh grafik fungsi kontinu x =

f(y) dan x = g(y) dengan f(y) = g(y) padainterval [c,d], garis y = c, garis y = d dan

sumbu y. Jika daerah D diputar mengelilingi sumbu y sebesar 360°, maka volume benda

putar yang terjadi dapat ditentukan sebagai berikut.

Penemuan Rumus Volume Benda Putar dengan Metode Cincin

1.

Gambarlah daerah D, kemudian bagian interval [c , d] menjadi selang yang sama panjang.
Partisilah interval tersebut menjadi, c = yo < y; <y, < <y 1 <y; <+ <y, =d,
seperti terlihat pada Gambar 4.16 di bawah ini.

YI\
x =g(3) _
" .
| &
B N
T
G )
. * Gambar 4.16
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2. Bila daerah tersebut diputar mengelilingi sumbu y sebesar 360°, seperti terlihat pada
Gambar 4.17 berikut. Perhatikan partisi ke-i pada interval [y;_1, y;].

Y.-‘\.

x =gy

Gambar 4.17

W
3. Perhatikan satu partisi ke-i, hasil perpuataran satu partisi berbentuk cincin lingkaran,

seperti terlihat pada Gambar 4.18 di bawah ini. Bentuk cincin lingkaran tersebut

mempunyai jari-jari f(r? — R?) atau f2(y;) — g*(y;) dan tebalnya ( tinggi) Ay;.

r=f)

1 partisi berbeniuk cincin .

| Gambar 4.18
Sl —g(v)

Sehingga volume cincin lingkaran tersebut adalah luas alas . tinggi atau V; = a .t
V; = luas lingkaran .tinggi

Vi=n(@?—-R).t=n( .. — .. )( ..)
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4. Jadi volume seluruhnya adalah sebagai berikut.

n
VD = Z Vi
i=1

Vo=t ( .. — .. )( ..), bila diambil n —» oo, maka volume daerah D

adalah:

Vp =lim, e 2ieqm( ... — .. )(..),Ingatlimitsigma oleh Riemann dinotasikan:
d

Vp =fn( N T

c

5. Kesimpulan volume benda putar tersebut adalah sebagai berikut.

| Cek Pemahaman _|

3. Diketahui daerah D yang dibatasi oleh grafik y = x?, dan y = 2x. Bila daerah D diputar

mengelilingi sumbu x, tentukan volume benda putar yang terjadi tersebut.
Penyelesaian:
Langkah-langkahnya sebagai berikut.
a. Gambarlah daerah D.
b. Tentukan batas daerah D (batas integral), dengan cara mencari perpotongan antara dua

kurva.

o

Gambarlah hasil perputaran daerah D yang diputar mengelilingi sumbu x.

e

Tentukan jari-jari=r= ... , dantinggi=h=

@

Tentukan rumus volume benda putar dan hitunglah hasilnya.
b

Vp=mm(@?*—=R»).t=n( .. — .. ) ...)=fn( - =)

a

(Silahkan dicari!)
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4. Diketahui daerah D yang dibatasi oleh grafik y = x2, dan y = 2x. Bila daerah D diputar
mengelilingi sumbu y, tentukan volume benda putar yang terjadi tersebut.

Penyelesaian:

Langkah-langkahnya sebagai berikut.

a. Gambarlah daerah D yang diputar mengelilingi sumbu vy.

b. Karena sumbu putarnya sumbu y, maka nyatakan kedua fungsi tersebut menjadi fungsi
x = f(y). Kemudian tentukan batas daerah D (batas integral), dengan cara mencari
perpotongan antara kedua kurva.

c. Gambarlah hasil perputaran daerah D yang diputar mengelilingi sumbu y.

d. Tentukan jari-jari=r= ... , dantinggi=h=

e. Tentukan rumus volume benda putar dan hitunglah hasilnya.
d

Vp=mm(@?*=R»).t=n( .. — .. ) ...)=f7r( I I

(o

(Silahkan dicari!)

4.2.3.a METODE KULIT SILINDER DIBATASI 1 KURVA SUMBU PUTAR Sb Y

Secara umum, volume dinyatakan sebagai luas alas dikali tinggi. Secara matematis,

ditulis: V = luas alas . Tinggi = a.t.

% N .
S NN

Misalkan D adalah suatu daerah yang dibatasi oleh grafik fungsi kontinu y =
f(x) dengan f(x) = 0 padainterval [a,b], garis x=a, garis x=Db dan sumbu x. Jika
daerah D diputar mengelilingi sumbu y sebesar 360°, maka volume benda putar yang terjadi

dapat ditentukan sebagai berikut.
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Penemuan Rumus Volume Benda Putar dengan Metode Kulit Silinder

1. Gambarlah daerah D, kemudian bagian interval [a , b] menjadi selang yang sama panjang.

Partisilah interval tersebut menjadi, a = xo < x; < x, < -

seperti terlihat pada Gambar 4.19 di bawah ini.

M

T4

C

\
2

'|.‘.|

< Xi—1 < X; < .-

R

4

W

A

Gambar 4.19

<x, =b,

2. Bila daerah tersebut diputar mengelilingi sumbu y sebesar 360°, seperti terlihat pada

Gambar 4.20 berikut. Perhatikan partisi ke-i pada interval [Xi.1 , Xi].

T
|
v = f(x)
et Bt
L= - r
> H <
—> | Ax'e— Gambar 4.20
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3. Perhatikan satu partisi ke-i, hasil perpuataran satu partisi berbentuk silinder, seperti

terlihat pada Gambar 4.21 di bawah ini. Bentuk silinder tersebut mempunyai jari-jari

r = x, tebalnya Ax;, dan tinggi silinder h = f(x;).

4
Flxe)
M

Gambar 4.21

Untuk dapat menentukan volume silinder pada Gambar 4.21 di atas, akan lebih mudah bila

silinder tersebut dibuka, sehingga menjadi bentuk balok dengan ukuran seperti terlihat
pada Gambar 4.22a dan 4.22b di bawah ini.

b L

Gambar 4.22a

Sehingga volume silinder = volume balok =

V= 2mr. b Ax b= flx;)
Ax
> 2 £ S
Gambar 4.22b

panjang . lebar . tinggi, dimana panjang

balok = keliling alas silinder = 27rtr, tebal = lebar balok = Ax, dan tinggi = h = f(x).
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Vi =plh
Vi = panjang .lebar .tinggi = 2nr .Ax .h = 2nr .h .Ax = 2m ... ..

4. Jadi volume seluruhnya adalah sebagai berikut.

n
VD = Z Vi
i=1

Vp=X%2n( ... ) ( .. )Ax, biladiambil n - oo, maka volume daerah D adalah:

Vp =lim, e Y= 27 ( ... ) (... ) Ax, Ingat limit sigma oleh Riemann dinotasikan:
b

VD=f2n(...)( . ) Ax
a

5. Kesimpulan volume benda putar tersebut adalah sebagai berikut.

4.2.3.0 METODE KULIT SILINDER DIBATASI 2 KURVA SUMBU PUTAR Sb Y

Secara umum, volume dinyatakan sebagai luas alas dikali tinggi. Secara matematis,
ditulis: V = luas alas . Tinggi = a.t.

iy Lmman s soeams korawonime124

Misalkan D adalah suatu daerah yang dibatasi oleh grafik fungsi kontinu y =

f(x),dany = g(x),dengan f(x) = g(x) pada interval [a, b], garis x =a, garis x=b dan

sumbu x. Jika daerah D diputar mengelilingi sumbu y sebesar 360°, maka volume benda

putar yang terjadi dapat ditentukan sebagai berikut.

Penemuan Rumus Volume Benda Putar dengan Metode Kulit Silinder

1. Gambarlah daerah D, kemudian bagian interval [a , b] menjadi selang yang sama panjang.
Partisilah interval tersebut menjadi, a = xy < x; < x, <+ <x;_1 <x; <+ <x, =b,
seperti terlihat pada Gambar 4.23 di bawah ini.
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M
4
4

Gambar 4.23

W

2. Hasil perputaran partisi ke-i adalah sebagai berikut:

Y.-“n.

(

M

W
3. Perhatikan satu partisi ke-i, hasil perpuataran satu partisi berbentuk silinder (seperti
Gambar 4.15 sebelumnya), dengan cara sama bila silinder tersebut dibuka akan menjadi
balok dengan ukuran sebagai berikut: jari-jari r = x;, sehingga panjang balok = keliling
silinder = 2mr, tebal = lebar balok = Ax;, dan tinggi silinder h = f(x;) — g(x;).
Sehingga volume silinder = volume balok = panjang . lebar . tinggi
Vi=p.l.h
V; = panjang .lebar .tinggi
Vi=2nr.Ax.h =2nr.h.Ax =2m ... ..
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3. Jadi volume seluruhnya adalah sebagai berikut.

n
Vo=V,
i=1

Vp=X%2n( ...)( .. — .. )Ax, bila diambil n —» oo, maka volume daerah D
adalah:
Vp =1lim, e 227 ( .. ) ( ... — ... ) Ax, limitsigma oleh Riemann dinotasikan:
b
Vn=f27T( ) (e — ) Ax

a

4. Kesimpulan volume benda putar tersebut adalah sebagai berikut.

5. Diketahui daerah D yang dibatasi oleh grafik y = x2, x = 2, dan sumbu x. Bila daerah D
diputar mengelilingi sumbu y, tentukan volume benda putar yang terjadi tersebut.

Penyelesaian:

Langkah-langkahnya sebagai berikut.

a. Gambarlah daerah D. Y
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b. Tentukan batas daerah D yang merupakan batas integral.

C.

Gambarlah hasil perputaran daerah D tersebut, seperti berikut:

d.

e.

6.

V
=

Tentukan jari-jari=r= ... , dantinggi=h=
Tentukan rumus volume benda putar dan hitunglah hasilnya.

V; = panjang .lebar .tinggi = 2nr .Ax .h = 2nr .h . Ax =21 ... ...
Vp = f: 2 ( ... ) ( ... ) Ax (Silahkan dicari!)

Diketahui daerah D yang dibatasi oleh grafik y = x2, dan y = x. Bila daerah D diputar

mengelilingi sumbu y, tentukan volume benda putar yang terjadi tersebut.

Penyelesaian:

Langkah-langkahnya sebagai berikut.

a.
b.
C.

o

Gambarlah daerah D yang diputar mengelilingi sumbu y.

Tentukan batas daerah D yang merupakan batas integral.

Gambarlah hasil perputaran daerah D yang diputar mengelilingi sumbu y.
Tentukan jari-jari=r= ... , dantinggi=h=

Tentukan rumus volume benda putar dan hitunglah hasilnya.

V; = panjang .lebar .tinggi = 2nr .Ax .h = 2nr .h . Ax = 2m ... ...
b

VD=J2T[(...)( .. ) Ax

a

(Silahkan dicari!)
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1. Diketahui daerah D yang dibatasi grafik fungsi y = /x, garis x = 1, garis x = 4, dan
sumbu x. Ditanyakan:
a. Gambar daerah D tersebut.
b. Hitunglah volume benda putar yang terjadi bila diputar mengelilingi sumbu x

(gunakan metode cakram).

2. Diketahui daerah D yang dibatasi grafik fungsi x = 4y — y?2, dan sumbu y. Ditanyakan:
a. Gambar daerah D tersebut.
b. Hitunglah volume benda putar yang terjadi bila diputar mengelilingi sumbu y

(gunakan metode cakram).

3. Diketahui daerah D yang dibatasi grafik fungsi y = vx dan y = x3. Hitunglah volume
benda putar yang terjadi dengan metode cincin, bila daerah D diputar mengelilingi
a. Sumbu x
b. Sumbuy
c. Garisy=-1
d. Garisy=3

4. Diketahui daerah D yang dibatasi grafik fungsi y = 4x — x? dan garis x + y = 4.
Hitunglah volume benda putar yang terjadi dengan metode kulit silinder, bila daerah D
diputar mengelilingi
a. Sumbuy
b. Garisx=-1

c. Garisx=6

****O O O****
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\ UJI KOMPETENSI-4.2 ‘

A. Pilihan Ganda:Pilihalah satu jawaban yang paling tepat!

1. Volume benda putar yang dibatasi oleh kurva y = 3x — 1, dan garis x = 3, dan diputar

mengelilingi sumbu x sejauh 360° adalah ... satuan volume.
a 212w d. 647
b. 3827 e.817m
C. 43m
2. Volume benda putar yang dibatasi oleh kurva y = 3 + 2x — x?, sumbu x, sumbu y dan
diputar mengelilingi sumbu x sejauh 360° adalah ... satuan volume.
a. 1—?11 d.67m
b. 97% /[ e.91rm
c. 103 nm

3. Volume benda putar yang dibatasi oleh kurva x = 5 garis y = 1, garis y = 4, dan

sumbu y, bila diputar mengelilingi sumbu y sejauh 360° adalah ... satuan volume.
a. gn d.3m

b. 3% T e.6m

C. 4m

4. Volume benda putar yang dibatasi oleh kurva x = 2\/§, garis y = 4, dan sumbu y, bila

diputar mengelilingi sumbu y sejauh 360° adalah ... satuan volume.
a. 42—571 d.37m

b. 33-m .32

C. 43m

5. Volume benda putar bila daerah yang dibatasi kurvay = — x*> + 4 dan y = — 2x + 4 diputar
360° mengelilingi sumbu y adalah ... satuan volume.

a.8r
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6. Volume benda putar yang terjadi, jika daerah antara kurva 'y = x* + 1 dan 'y = x + 3,

diputar mengelilingi sumbu x adalah ...satuan volum.

a 8
5
b, 117
c. 107
5
d. 133
5
e. 183
5

1
7. Volume benda putar yang terjadi jika daerah yang dibatasi oleh kurva 'y = 2x?2, garis y =

1, dan garis x = 4 diputar 360° terhadap sumbu x adalah ....satuan volume.
2

a. 23}7r
3
b. 242,
3
C. 26377
3
d 71,
3
e. 272,
3

8. Volume benda putar yang terjadi jika daerah yang dibatasi oleh kurva

y = x2 dan garis x +y = 2, bila diputar 360° mengelilingi sumbu x adalah ... satuan

volum.

a. 1527 d. 142 7
3 5

b. 152 1 e 103 1
5 5
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c. 1437
5
9. Volume benda putar yang terjadi jika daerah yang dibatasi oleh y = 2x? + 1, x = 1, sumbu

X, dan sumbu y diputar 360° mengelilingi sumbu x adalah ... satuan volum.

a. A
15

b. 12
15

C. 2rx

d. 27,
15

€. 4r

10. Volume benda putar yang terjadi bila daerah yang dibatasi oleh kurvay =9 — x*dany =5
di kuadran I, diputar mengelilingi sumbu y sejauh 360° adalah ....

a.

b.

C.
d.

€.

Az
16

3
8

167

92
—7T
3

11. Volume benda putar yang terjadi bila daerah yang dibatasi oleh kurva y = x* — 1 dan

sumbu x dari x=1, x = —1, diputar mengelilingi sumbu x sejauh 360° adalah ....

a.

e.

4
— 7T
15
16
— T
15

8
— 7T
15
24
— 7T
15
32
— 7T
15

12. Volume benda putar yang terjadi bila daerah pada kuadran pertama yang dibatasi oleh

kurva y= 1%, sumbu x, sumbu y diputar mengelilingi sumbu x adalah ... satuan volume.
4

a.

52
—r
15
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T
12
il
15
d. =
15

B. Soal Essay: Kerjakan dengan langkah-langkah yang benar!

13.

14.

15.

16.

17.

Hitunglah volume benda putar jika daerah yang dibatasi oleh kurva-kurva berikut ini
diputar mengelilingi sumbu x !

a.y=3x-1; x=1danx=4

b. y=4+/x ; x=0danx=2

Hitunglah volume benda putar jika daerah yang dibatasi oleh kurva-kurva berikut ini
diputar mengelilingi sumbu y !

a. x=,/y ; y=0dany=3

b. y=2-x ; y=2dany=3

Diketahui daerah D yang dibatasi grafik fungsi y = x*/3dan y = x2. Hitunglah volume
benda putar yang terjadi dengan metode cincin, bila daerah D diputar mengelilingi

a. Sumbu x

b. Sumbuy

c. Garisy=-1
d. Garisx=-2
Diketahui daerah D yang dibatasi grafik fungsi x = —y? — 3y + 6 dan garisx +y = 3.
Hitunglah volume benda putar yang terjadi dengan metode cincin, bila daerah D diputar
mengelilingi.
a. Sumbuy
b. Garisx=-1
c. Garisx=10

Diketahui daerah D yang dibatasi grafik fungsi y = cosx , y = sinx, garisx = in, dan

sumbu y. Hitunglah volume benda putar yang terjadi dengan metode kulit silinder, bila

daerah D diputar mengelilingi.
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a. Sumbuy
b. Garisx=-1

c. Garisx=2

****OOO****
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BAB IV-3

VOLUME BENDA DENGAN METODE IRISAN SEJAJAR,
PANJANG KURVA, DAN LUAS PERMUKAAN BENDA PUTAR

TUJUAN PEMBELAJARAN:

1. Setelah mempelajari materi ini
mahasiswa dapat menghitung
volume benda padat, dengan
menggunakan  metode irisan
sejajar.

2. Setelah mempelajari materi ini
mahasiswa dapat menghitung

panjang kurva.

9

CD

FOKUS BAB:

4.3 Volume Benda: Metode Jrisan
Benda Padat

4.4 Panjang Kurva

4.6 Luag Permukaan Genda putar

—/

3. Setelah mempelajari materi ini mahasiswa dapat menghitung luas permukaan benda putar.

PETA KONSEP

Luas Bidang Datar

__Metode Cakram
Volume BendaPutar  pjetode Cincin

\_ Metode Kulit Silinder

Vi s
I/ APLIKASI INTEGRAL TERTENTU _Volume Benda Padat

Panjang Kurva

Luas Permukaan Benda Putar

Fisika-Usaha



PENGANTAR

Banyak masalah-masalah dalam kehidupan sehari-hari kita yang penyelesaiannya
menggunakan integral. Pada pembahasan sebelumnya telah dibahas aplikasi integral untuk
menghitung luas bidang datar untuk daerah yang tidak beraruran, juga aplikasi integral untuk
menghitung volume benda putar untuk benda-benda yang tidak beraturan. Sedangkan pada
pembahasan kali ini akan dibahas aplikasi integral untuk menghitung volume benda padat
untuk benda-benda yang tidak beraturan, juga untuk menghitung panjang kurva, serta untuk
menghitung luas permukaan benda putar.

Aplikasi integral ini digunakan untuk menghitung volume benda padat yang tidak
beraturan. Sedangkan pada benda-benda padat beraturan (misal bola, tabung, kubus, balok,
limas, prisma), maka volume benda-benda tersebut dapat langsung dihitung dengan
menggunakan rumus-rumus volume yang telah ada, sehingga
tidak diperlukan pendekatan integral. Tetapi bila ada benda
yang tidak beraturan, misalkan diminta untuk mengitung

volume ketimun seperti Gambar 4.24 di samping, maka rumus
volume ketimun harus dicari terlebih dahulu, karena belum
ditemukan rumus volume ketimun yang merupakan benda yang Gambar 4.24

tidak beraturan. Rumus volume ketimun tersebut hanya dapat ditemukan jika menggunakan
pendekatan integral.

Aplikasi integral selanjutnya digunakan untuk menghitung panjang kurva atau keliling
dari suatu bidang datar. Bila bidang datar yang beraturan (misal segitiga, persegi, persegi
panjang, layang-layang, lingkaran, dll), maka rumus untuk
menghitung keliling atau panjang kurva dari bidang-bidang
tersebut dapat menggunakan rumus-rumus keliling atau panjang
kurva yang telah ditemukan. Namun bila bidang datar yang tidak
, beraturan, maka rumus keliling atau panjang kurva harus
ditemukan terlebih dahulu dengan menggunakan pendekatan

. ,‘ integral. Misalkan diminta untuk menghitung berapa panjang baja

Gambar 4.25 yang diperlukan untuk membuat lengkungan pada Gambar 4.25 di
samping, maka tidak dapat secara langsung dihtung tapi harus dicari rumus kelilingnya
terlebih dahulu.
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Sedangkan aplikasi integral berikutnya dapat digunakan untuk menghitung luas
permukaan benda—benda ruang. Bila benda ruang yang
beraturan (misal luas permukaan kubus, balok, bola, tabung,
limas, dan prisma), maka rumus luas permukaan telah
ditemukan sebelumnya. Namun bila akan menghitung luas
permukaan benda ruang berbentuk lampion seperti Gambar 4.26

di samping, maka harus ditemukan terlebih dahulu rumus luas

permukaan dengan menggunakan pendekatan integral. Karena

bentuk lampion merupakan bentuk benda ruang yang tidak beraturan, ~ Gambar 4.26

Perhatikan kembali benda putar pada pokok bahasan sebelumnya. Benda putar tersebut
merupakan suatu benda padat dengan irisan sejajar yang tegak lurus sumbu putarnya
berbentuk cakram atau cincin lingkaran. Perumusan keadaan ini ialah bila irisan sejajar yang
tegak lurus suatu sumbu tertentu. Membentuk suatu bangun geometri yang luasnya
bergantung dari letak suatu titik pada sumbunya.

Bila diketahui benda padat, misalnya kita akan menghitung volume benda padat
ketimun (seperti Gambar 4.27.a di samping, maka perlu ditemukan terlebih dahulu rumus
volume ketimun tersebut. Cara untuk menemukan rumus volume ketimun adalah sebagai
berikut.

1) Ketimun dipotong-potong dengan pisau tegak lurus

dengan ketimunnya, sehingga diperoleh potongan ketimun
seperti Gambar 4.27.a di samping ini.

2) Untuk menghitung volume ketimun seluruhnya, maka

ambil perwakilan satu potong ketimun atau seiris ketimun,

dimana bentuk seiris ketimun itu .Y Gambar 4.27 a
berbentuk cakram atau tabung seperti V
Gambar 4.27.b

_ . ) Gambar 4.27.b
sehingga volume seiris ketimun adalah

luas alas.tinggi = A(x). t; Jadi volume ketimun seluruhnya = };7-; A(x).t
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BAHAN DISKUSI SECARA KOLABORATIF-4-3

Penemuan Rumus Volume Benda Padat Dengan Metode Irisan Sejajar
Diketahui suatu benda padat seperti Gambar 4.28.a berikut, tentukan rumus volume

benda padat tersebut.

Gambar 4.28.a Gambar 4.28.b
Langkah-lanhkag menemukan rumus volume benda padat tersebut di atas adalah

sebagai berikut.

1) Benda padat tersebut letakkan di atas suatu sumbu tertentu, misalnya sumbu X
sehingga benda tersebut terletak diantara x = a dan x = b. Buatlah irisan sejajar
benda dan tegak lurus terhadap sumbu X, sehingga irisan sejajar berbentuk suatu
daerah yang luasnya merupakan fungsi kontinu dari x, seperti Gambar 4.28.b.

2) Bagilah benda padat tersebut menjadi beberapa irisan sejajar benda dan tegak lurus
dengan sumbu X, sehingga satun bagian ke-i seperti terlihat pada Gambar 4.28.b.

3) Buatlah partisi A untuk [a,b] dengan titik-titik pembagian sebagai berikut:
A=X) <X <x,< . <X1<x< ..<Xp,=Db

4) Ambil satu bagian ke-i seperti terlihat pada Gambar 4.28.c, bentuknya berupa
benda ruang dengan tinggi Ax; = x; — x;_; pada x;_; < X; < x;, dan luas alas
merupakan luas penampang irisan yang tegak lurus sumbu X adalah A(X;),
sehingga rumus volume benda partisi ke-i = luas alas . tinggi
atau AV, = ... Ax;
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CAR)
Gambar 4.28.c

5) Carilah nilai hampiran untuk volume benda padat tersebut adalah:
n
Volume benda padat seluruhnya = AV;

1

L

n

i=1
6) Jumlah pada ruas paling kanan merupakan suatu jumlah Riemann yang
mempunyai limit, kerena fungsi A(x) kontinu pada [a,b]. Akibatnya, volume
benda padat tersebut adalah:

n n

b
V = lim v Ax; = lim Z v Ax; =f . dx
n-o~ |A|-0

i=1 i=1 a
Dengan demikian kita mempunyai rumus volume benda padat dengan metode irisan
sejajar sebagai berikut:
Teorema, volume benda padat dengan metode irisan sejajar
Misalkan suatu benda padat terletak di antara dua bidang yang tegak lurus sumbu X dari
x = a sampai x = b. Jika luas penampang irisan antara bidang yang tegak lurus sumbu X
dengan benda padat itu adalah A(x), pada a < x < b dengan A kontinu pada [a,b], maka

volume benda padat itu adalah:

n n

b
V = lim v Ax; = lim z v Ax; =f . dx
n—~ |A|—0

i=1 i=1 a
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i Cek Pemahaman |

Diketahui alas suatu benda padat adalah lingkaran berjari-jari r > 0. Jika irisan sejajar

antara bidang yang tegak lurus pada garis tengah yang tetap berbentuk persegi, hitunglah

volume benda padat itu.

Langkah-langkah penyelesaian:

1)

2)

3)

4)

Gambar 4.29 adalah benda padat tersebut, seperti berikut.

Gambar 4.29

Misalkan persamaan lingkaran yang diketahui adalah: x2 + y% = r2, denganr > 0
jika —r < x < r, maka penampang irisan antara bidang yang tegak lurus dengan
sumbu X berbentuk persegi dengan sisi-sisinya AB = AC = BD = CD. Jika
dimisalkan koordinat A(x,—y) dan B(x,y), maka panjang sisi persegi adalah
2y = 2Vr2 — x2.

Tentukan luas penampang irisan sejajar yang tegak lurus dengan sumbu X, atau luas
persegi ABCD = A(x) =2y ... = .. .. , yang merupakan suatu fungsi kontinu
pada [-r,r].

Hitunglah volume benda padat tersebut.

n
Volume = lim z A(x) Ax; = lim z Ax;
[A]—0 |A]—0
i=1 '

s
=f v dx =
-r
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Petunjuk: Kerjakan semua soal di bawah ini dengan langkah-langkah yang benar!

1.

Suatu benda padat mempunyai lingkaran alas yang berjari-jari 4 satuan. Cari volume
benda padat itu, jika setiap bidang irisan yang tegak lurus pada garis tengah yang tetap
merupakan setengah lingkaran.

Suatu benda padat mempunyai alas berbentuk ellips dengan sumbu panjang 10 satuan dan
sumbu pendek 8 satuan. Cari volume benda padat tersebut, jika setiap penampang irisan
benda yang tegak lurus dengan sumbu panjang merupakan segitiga samakaki dengan

tingginya 6 satuan.
Alas suatu benda padat merupakan daerah D yang dibatasi oleh y = 1 — % sumbu X, dan

sumbu Y. Cari volume benda padat tersebut, jika penampang irisan yang tegak lurus
dengan sumbu X berbentuk persegi.

Alas suatu benda padat merupakan daerah yang dibatasi oleh y = +/x dany = x2. Cari
volume benda padat tersebut, jika penampang irisan yang tegak lurus dengan sumbu X
berbentuk lingkaran dengan garis tengahnya melintasi daerah D.

Alas suatu benda padat merupakan daerah D yang dibatasi oleh perabola y? =
9x dan x? = 9y. Cari volume benda padat tersebut, jika penampang irisan yang tegak

lurus dengan sumbu X berbentuk lingkaran dengan garis tengahnya melintasi daerah D.

****O O O****
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Pada bahasan kali ini akan dibahas bagaimana
rumus untuk menghitung panjang kurva atau keliling dari
suatu bangun. Bila dalam kehidupan sehari-hari Anda
diminta untuk menghitung berapa panjang kawat seperti

Gambar 4.30 di samping. Caranya Anda cukup

menyediakan meteran, kemudian luruskan kawat tersebut

Gambar 4.30

kemudian ukurlah dengan meteran, maka akan diketahui
berapa panjang kawat tersebut.

Namun bila Anda diminta untuk menghitung berapa panjang baja yang diperlukan
untuk membuat lengkungan seperti Gambar 4.31 di
samping. Maka Anda tidak akan dapat membetangkan baja
tersebut untuk diukur panjangnya. Oleh karena itu,
diperlukan pendekatan lain agar dapat mengukur panjang
baja tanpa harus meluruskan baja tersebut. Pendekatan

yang dapat digunakan adalah menggunakan pendekatan

" limit jumlah Reimann atau integral Reimann
' Pada bahasan ini akan dibahas bagaimana
Gambar 4.31

menemukan rumus panjang suatu kurva mulus (smooth curve).
Suatu kurva mulus adalah grafik dari suatu fungsi kontinu yang derivatifnya juga kontinu
(grafik tidak mempunyai titik-titik sudut). Kurva-kurva yang diamati adalah kurva yang

muncul dalam persamaan kartesius, dan persamaan parameter.
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BAHAN DISKUSI SECARA KOLABORATIF-4.4

=
=~
Penemuan Rumus Panjang Kurva
4.4.1 PANJANG KURVA UNTUK PERSAMAAN KARTESIUS

Bila diketahui suatu fungsi y = f(x) yang kontinu terdiferensial pada interval tertutup
[a, b]. Berapa panjang kurva dari titik A ke titik B. Untuk dapat menghitung panjang kurva
tersebut, terlebih dahulu dihampiri dengan membagi interval menjadi n interval bagian dengan
lebar Ax;. Dimisalkan titik-titik pembagian dalam interval [a, b], yaitu a = xy < x; < x, <

CL<x0<x < .. <x,=Db.

Y

Gambar 4.32

Langkah-langkah penemuan rumus panjang kurva sebagai berikut.

1) Pada Gambar 4.32, perhatikan suatu potongan kecil kurva pada
interval [x;_;, x;], buatlah bentuk segitiga dengan panjang sisi-
sisnya masing-masing Ax; , Ay; , dan AS; .

2) Bila pembagian n bagian semakin banyak, misal ambil n — ~,

maka Ax; — 0, sehingga bentuk segitiga pada Gambar di samping
dianggap berbentuk segitiga siku-siku, di mana AS; merupakan panjang kurva yang
akan dihitung panjangnya. Berarti menghitung panjang AS; menggunakan teorema

Pythagoras.
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3) Hitunglah panjang AS; dengan teorema Pythagoras, yaitu AS; = /(Ax;)2 + ( ... )2

Sehingga panjang kura AB atau Sy = ¥ q/ (Ax)2 + ( ... )2
4) Bagilah partisi-partisi tersebut semakin banyak dengan mengambil n — ~, atau

Ax; — 0, sehingga panjang kurva AB menjadi

Sap = lim, Y J(Ax)? + ( ... )?

Sup = lim,_,_ ?=1\/1+(A"_;i )2 Ax;

Sehingga ada dua kasus yang menarik perhatian, antara lain:
Kasus I: Apabila persamaan kurva itu adalah y = f(x),padaa < x < b, maka

rumus panjang kurva adalah:

Kasus Il: Apabila persamaan kurva itu x = g(y), pada ¢ <y < d, maka rumus

panjang kurva adalah:

4.4.2 PANJANG KURVA UNTUK PERSAMAAN PARAMETER

Definisi
Sebuah kurva rata disebut mulus apabila kurva itu ditentukan oleh persamaan-
persamaan x = f(t), y = g(t), pada a <t < b, dengan ketentuan bahwa turunan-
turunan f'dan g’ adalah kontinu pada [a, b] sedangkan f'(t) dan g'(t) tidak bersama-
sama nol di selang (a,b).

Akhirnya kita sampai pada pertanyaan utama. Apakah yang dimaksud dengan panjang sebuah

kurva mulus dengan persamaan parameter x = f(t),y = g(t), padaa <t < b?
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Langkah penyelesaian sebagai berikut:
1) Gambarlah kurva kurva mulus dengan persamaan parameter x = f(t),y = g(t),
padaa <t <b.
2) Buat suatu partisi pada selang [a, b] menjadi n selang bagian dengan titik-titik
a=ty<t;<t,<- <t,=Dh.
3) Pembagian ini mengakibatkan pula baha kurva kita akan terbagi oleh titik-titik
Qo) Q1,0Q3, ..., @1, Qn, seperti diperlihatkan pada Gambar 4.33 di bawah ini.

Q;

ASi Ayi

Qi- AXi

Gambar 4.33.b

Gambar 4.33.a

4) Buatlah aproksimasi kurva itu dengan segi banyak, perhatikan bagian ke-i seperti pada
Gambar 4.33.b, kemudian hitung panjang kurvanya dan akhirnya ditarik limitnya
apabila Ax; — 0, maka akan diperoleh panjang kurva pada interval [Q;_;, Q;] atau AS;.
Perhatikan kurva pada interval ke-i, dengan cara menarik garis dari Q;_; dan Q;, maka
akan terbentuk segitiga siku-siku, sehingga panjang kurva AS; dapat dihitung dengan
menggunakan teorema Pythagoras sebagai berikut;

AS; =/ (Ax)2+ (... )?

dengan memperhatikan persamaan parameter x = f(t),y = g(t), padaa <t < b,

maka diperoleh:

As: = (%)24_( )2 At;
! At; At; !
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Sehingga panjang kurva seluruhnya atau S pada interval [Q,,Q,] adalah sebagai
berikut:

n
Sap = Z (%)2 + (—)? At;
At; At; '

i=1
5) Sehingga panjang kurva seluruhnya, dengan mengambil n —» ~ atau Ax; — 0, maka

menjadi:

n
Sp=1im Y |Gz 4 (=2 A,
AB n-o~ Ati Atl’ t
i=1

b
d
SAB=fj(d—f)2+( e de

\ Cek Pemahaman l

Bila diketahui lingkaran x? + y? = r2, buktikan bahwa keliling lingkaran tersebut
adalah 2mr.
Penyelesaian:

1) Gambarlah lingkaran x? + y? = r2
2) Dengan menggunakan rumus panjang kurva untuk

persamaan kartesius, yaitu A

S=[] [1+(=2)? dx, dimana

- 0 r
j merupakan turunan fungsi

y = f(x) terhadap variabel x.

3) Sebelum menghitung panjang kurva lingkaran atau keliling lingkaran dengan
menggunakan rumus di atas, maka terlebih dahulu menentukan turunan pertama fungsi y
terhadap variabel x dari persamaan lingkaran tersebut.

x% + y? = r? (gunakan turunan fungsi implisit)

dy_
dx

2 4y _
x+2ya—0—>
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4) Kemudian tentukan batas integral, batas integral adalah [—7, ... ]
5) Langkah terakhir hitunglah panjang kurva atau keliling lingkaran dengan rumus sebagai
berikut:

S = f; 1+ (j)2 dx (Silahkan dibuktikan bahwa keliling lingkaran adalah 27r)

Kerjakan semua soal di bawah ini dengan langkah-langkah yang benar!
1. Carilah panjang busur kurva y = x2 , dari x = 0 sampai dengan x = 5.

2. Carilah panjang busur kurva x = y3/2 — 1, dari y = 0 sampai dengan y = 4.
3. Carilah panjang busur kurva y = Inx , dari x = 1 sampai dengan x = 2v/2.
4. Carilah panjang busur kurva y = Incos x , dari x = % sampai dengan x = %-
5. Carilah panjang busur kurva parameter x = t? dan y = t3, dari
t = 0 sampai dengan t = 4.
6. Carilah panjang busur kurva parameter x = et cost dan y = e'sint, darit =

0 sampai dengan t = 4.

****O O O****
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Bahasan kali ini akan dibahas bagaimana menghitung luas permukaan dari suatu benda
ruang. Bila akan menghitung luas permukaan bangun ruang yang beraturan (misal luas
permukaan kubus, balok, tabung, bola, dil), maka sudah ada rumus untuk menghitung luas
permukaan dari bangun-bangun ruang tersebut.

Namun bila akan menghitung luas permukaan dari
bangun-bangun yang tidak beraturan, seperti bangun ruang
lampion seperti terlihat pada Gambar 4.34, maka perlu dicari
terlebih dahulu rumus luas permukaannya.

Oleh karena itu pada bahasan kali ini akan ditemukan

langkah-langkah menemukan rumus permukaan dari suatu

bangun ruang. Bangun ruang yang akan dibahas pada ,
pembahasan kali ini bangun ruang yang terbentuk dari Gar 44
permutaran dari suatu bidang datar terhadap suatu garis atau sumbu

tertentu, yang disebut dengan luas permukaan benda putar. Luas permukaan benda putar dicari

dengan menggunakan pendekatan limit jumlah Reimann atau integral Reimann.

s
)"f(_,k\ e

NI e
A

BAHAN DISKUSI SECARA KOLABORATIF-4.5

S

&
A
7
i

Penemuan Rumus Luas Permukaan Benda Putar

Misalkan daerah D dibatasi Y
oleh y = f(x) yang kontinu pada y=f(x)
interval [a,b], seperti terlihat pada
Gambar 4.35.a

Bila daerah tersebut diputar

mengelilingi sumbu X sebesar 360°, ( >X
Jetting ol )
seperti terlihat pada Gambar 4.35.b
. 5 X <
berikut. Gambar 4.35.a
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y =[x

/ W
\_F
W
1 partisi ber bentuk Fs
selimut tabung
Gambar 4.35.b

Langkah-langkah menemukan rumus luas permukaan, sebagai berikut.

1) Perhatikan partisi ke-i pada interval [x;_,,x;] dari Gambar 4.35.b. sehingga
perputarannya akan terbentuk seperti tabung, sehingga dapat ditemukan rumus luas

permukaan atau luas selimut tabung.

1 partisi berbentuk M
selimut tabung
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Pada partisi ke-i terlihat bentuk tabung dengan jari-jari tabung r = f(x;) dan tinggi

tabung AS;, Bila tabung tersebut dibuka sehingga akan terlihat seperti gambar berikut.

M

AS; | —> AS,
T ) e

|
Keliling alas tabung = 2nr = 2 f (x;)

Pada gambar partisi ke-i di atas, bila diluruskan akan menjadi bentuk persegi panjang,
dengan panjang = keliling alas tabung, dan tingginya = AS;. Sehingga rumus luas
permukaan tabung bagian ke-i = luas persegi panjang = panjang . lebar

AL; = panjang .lebar = keliling alas tabung .lebar = 2nf (x;)AS;

Sehingga luas permukaan benda putar tersebut adalah:

n n

Bila kedua ruas diambil limit untuk n — ~, maka akan diperoleh:

. AS;

n-~ n--~ n-~

n
lim L = lim ZALi = lim
i=1

n
i=1

Dengan mengingat AS; = panjang kurva ke-i, dengan rumus

AS; = \/1 + ( F )2 Ax; , maka rumus luas permukaan benda putar menjadi:

n-~ n-~ n-~ n--~ i
1 i=1

n n n
lim L = lim ZALi = lim .. AS;=1lim Jl + ( A— ) Ax;
i=1 i= Xi
Jadi dapat disimpulkan bahwa rumus luas permukaan benda putar, dari daerah D yang
dibatasi oleh kurva y = f(x), kontinu pada [a, b] diputar mengelilingi sumbu x dan

mempunyai turunan pada variabel x, adalah sebagai berikut.
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i Cek Pemahaman ‘

Diketahui daerah D yang dibatasi oleh grafik y = x? + 1, sumbu x, sumbu y, dan
garis x = 2. Bila daerah D diputar mengelilingi sumbu X, tentukan volume benda putar
tersebut.

Penyelesaian:
Langkah-langkahnya sebagai berikut.
a. Gambarlah daerah D, sebagai berikut:

T oA )
x=+1
AS
5 >
2
_}X =

b. Gambarlah hasil perputaran daerah D, sebagai berikut:

T A

wo=x>+1

c. Berdasarkan gambar tentukan batas daerah D = [0, 2], jari-jari=r= ... , dan

tinggi = AS =
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d. Tentukan rumus luas permukaan benda putar dan hitunglah hasilnya.

2
L=2mr.t=2mr.AS= [} .. [1+(=) dx (Silahkan dicaril)

Kerjakan semua soal di bawah ini dengan langkah-langkah yang benar!
1 Diketahui daerah D yang dibatasi kurva y? = 12 x ,pada 0 < x < 3. Jika daerah D

diputar mengelilingi sumbu x, maka tentukan luas permukaan benda putar tersebut.
2 Diketahui daerah D yang dibatasi kurva = §x3 ,pada 0 < x < 3. Jika daerah D diputar
mengelilingi sumbu x, maka tentukan luas permukaan benda putar tersebut.

3 Diketahui daerah D yang dibatasi kurva = V25 — x? , pada — 2 < x < 3. Jika daerah D

diputar mengelilingi sumbu x, maka tentukan luas permukaan benda putar tersebut.

4  Diketahui daerah D yang dibatasi ellips §+y72 = 1. Jika daerah D diputar mengelilingi

sumbu x, maka tentukan luas permukaan benda putar tersebut.

****O O O****
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\ UJI KOMPETENSI-4.3 ‘

. Pilihan Ganda:Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!

. Volume suatu benda padat mempunyai alas berbentuk lingkaran yang berjari-jari 4 satuan,
dan setiap penampang irisan benda yang tegak lurus dengan sumbu x merupakan segitiga
samasisi adalah ... satuan volume

a %

3
3
b. 117 2
c. 296 3
3
d. 138
3
e. 183
3

. Alas suatu benda padat merupakan daerah D yang dibatasi oleh y? = 4x dan x? = 4y.
Jika penampang irisan yang tegak lurus dengan sumbu xX berbentuk persegi, maka

volume benda padat tersebut adalah ... satuan volum

a. 144
35
b. 17
35
c. 256
33
d 1%
33
e. 288
35
. Panjang busur kurva 6xy = x* + 3,dari x = 1 sampai dengan x = 2 adalah ... satuan
panjang.
a 14
3
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b. 7

12

52

13

d. 3%
5

23

15

4. Panjang busur kurvay = arctant dan x = Inv1 + t?,dari t = 0 sampai dengan t =
1 adalah ... satuan panjang.

a.

o
P Nk wlo wNn wlie

e.
5. Diketahui daerah D yang dibatasi kurva = §x3 ,pada 0 < x < 3. Jika daerah D diputar

mengelilingi sumbu x, maka luas permukaan benda putar adalah ... satuan luas

a (80V82-1)7
8

b (7282-1)x
9

o (82482-1)z
9

d. (6979 -1z
7

o BA7-Dx
8

6. Diketahui daerah D yang dibatasi kurva = y3 ,pada 0 <y < 1. Jika daerah D diputar
mengelilingi sumbu y, maka luas permukaan benda putar adalah ... satuan luas

a  m(10v10-1)
27

b 712410 -1)
17
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o m(20510-1)
27

4. 711-1)
27

o (20720 -1)
17

B. Soal Essay: Kerjakan dengan langkah-langkah yang benar!

7. Diketahui penampang benta tertentu dengan bidang yang tegak lurus dengan sumbu x
berbentuk lingkaran dengan titik akhir garis tengahnya terletak pada parabola y? =
9x dan x? = 9y. Carilah volume benda padat tersebut.

8. Carilah panjang busur kurva y = Insinx , dari x = = sampai dengan x = =.

9. Carilah panjang busur kurva parameter x = e‘ cost dan y = e’sint, dari t = 0 sampai
dengant = 4

10. Diketahui daerah D yang dibatasi kurva y? + 4x = 2Iny , pada 1 < y < 3. Jika daerah D

diputar mengelilingi sumbu x, maka tentukan luas permukaan benda putar tersebut.

****OOO****
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BAB IV-4

MOMENT & PUSAT MASSA
DAN APLIKASI BIDANG FISIKA
TUJUAN PEMBELAJARAN: P @
1. Setelah mempelajari materi ini \D
FOKUS BAB:
mahasiswa dapat menentukan 4.6 Massa dan Pusat Massa
4.7 Fisiga:
massa dan pusat massa. a. Usaha

2. Setelah mempelajari materi ini 6. Tekanan Zat Cair

mahasiswa dapat menghitung /

/

usaha dengan integral.

3. Setelah mempelajari materi ini mahasiswa dapat menghitung tekanan zat cair dengan

integral.
PETA KONSEP
Luas Bidang Datar
Metode Cakram
Volume Benda Putar 7 pjetode Cincin
“'a.,,_j'ﬂewde Kulit Silinder
e
20 N ™~
APLIKASIINTEGRAL TERTENTU Volume Benda Padat

Panjang Kurva

Luas Permukaan Benda Putar

Fisika-Usaha



PENGANTAR

Dalam kehidupan sehari-hari, kita tidak lepas dari benda yang bermassa. Balok kayu,
uang logam merupakan sebagian contoh benda yang dapat ditentukan massa, momen dan
pusat massanya. Ketiga besaran fisika tersebut dapat dicari menggunakan integral tertentu.

Integral dapat diaplikasikan dalam bidang fisika, khususnya mekanika, yaitu tentang
usaha mengandung pengertian sebagai segala sesuatu yang dilakukan oleh gaya pada suatu
benda sehingga benda itu bergerak. Agar usaha berlangsung, maka gaya harus dikerahkan
pada suatu benda hingga
benda tersebut menempuh
jarak tertentu. Apakah usaha
baru dapat berlangsung bila / 9 9
benda berpindah? Bagaimana

apabila benda yang diberikan

gaya ternyata tidak bergerak

/

atau berpindah? Apakah telah - SR o
terjadi usaha? Gambar 4.36

Gambar 4.36 menunjukkan sejumlah orang yang sedang mendorong sebuah
kereta salju. Orang-orang tersebut masing-masing memberikan gaya melalui suatu dorongan
kepada kereta salju sehingga kereta salju bergerak (berpindah). Adanya gaya yang bekerja
sebuah kereta salju yang menyebabkan kereta salju tersebut berpindah tempat menunjukkan
adanya usaha yang telah dilakukan oleh masing-masing orang itu. Untuk mengetahui besarnya
usaha tersebut dapat dihitung dengan menggunakan pendekatan integral. Pembahasan

selengkapnya diuraikan sebagai berikut.
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j’@% BAHAN DISKUSI SECARA KOLABORASI-4.6
28

Penemuan Rumus Massa dan Pusat Massa
4.6.1 PUSAT MASSA SUATU BATANG

Andaikan ada dua massa, masing-masing sebesar m; dan m, yang diletakkan pada
papan berimbang dan berjarak d,; dan d, dari titik penyangga pada bagian-bagian yang

berbeda (Gambar 4.37). Papan tersebut akan seimbang jika dan hanya jika d;m,; = d,m,.

Gambar 4.37

Suatu model matematis yang baik, diperoleh apabila papan tersebut dietakkan pada suatu
sistem bandmil yang titik asalnya kita impitkan dengan titik penyangga papan (Gambar 4.38).
Maka koordinat x; dari x, adalah x; = —d,; dan dari m, adalah x, = d,. Sehingga syarat

keseimbangan adalah x;m; + x,m, = 0.

my

X1 0 X2

Gambar 4.38

Hasil kali massa m dan jarak berarah dari suatu titik tertentu dinamakan momen
partikel (benda) terhadap titik tersebut. Momen ini mengukur kecenderungan massa yang
menghasilkan suatu putaran pada titik tersebut. Syarat agar supaya dua massa pada sebuah
garis berimbang pada sebuabh titik garis apabila jumlah momen-momen terhadap titik itu sama

dengan nol.
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Keadaan di atas untuk dua titik dapat diperluas. Jumlah momen m (terhadap titik asal)
suatu sistem yang terdiri atas n massa, yaitu sebesar m;,m,,..,m, yang berada pada

X1, X3, ..., Xn Pada sumbu x adalah jumlah momen masing-masing massa yaitu :

n
My=xmy+x,my+--+x,m, = z xym;
i=1
syarat keseimbangan dititik asal adalah m, = 0. Sudah tentu titik asal tidak perlu sekaligus
menjadi titik seimbang sistem itu, kecuali dalam hal yang khusus. Akan tetapi yang pasti ialah
bahwa ada titik seimbang itu(Gambar 4.39). Misalkan koordinat titik seimbang ini X, momen
sistem terhadap titik ini harus nol, jadi:
1 —2xmy+(xy—2x)my+-+(x, —x)m, =0
atau
xymq +x,m, + -+ x,m, =xmy +xmy +--+xm,

Bila kita terapkan untuk x, maka kita peroleh:

n
_ My Yi{xim

M Yieam;
Titik dengan koordinat dinamakan pusat massa, titik ini adalah titik seimbang.
mi m» ms X my Mn-1 mpy
| | | | | | |
I I I 1 I I 1
X1 X 0 X3 A X4 Xn-1 Xn
Gambar 4.39

Konsep sistem n partikel akan digunakan pada suatu batang padat horizontal dengan
panjang L yang ditempatkan diantara x = 0 danx = L. Jika rapat massa (massa tiap satuan
panjang) disetiap titik pada batang adalah p(x), p kontinu pada [0,L], akan ditentukan massa,
momen massa terhadap titik 0, dan pusat massa batang. Akan dibuat partisi P = {0 =
Xo, X1, -, Xn = L} untuk [O,L] kemudian pilihlah Xx; sebagai titik tengah selang

[x;_1,x;] seperti pada Gambar 4.40 berikut ini:

Axl-
d »
- Ll
et VAL L et ety 1o L r et L AL prd et P Tet trd b pm gm0 A Py i e pre by et
<€ 0 bi;‘ TP 1 P S D Cab P AL -i;il".i;__:-_xr,’.:!-::;_:;55:;'.;,’;;.;—,‘;‘{;;?:‘ -i;il".i;__:ux;hi;::;_:;] L >
Xo Xi-1 Xi Xi Xn
Gambar 4.40
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Pada selang bagian ke-i anggaplah rapat massanya tetap sebesar p(x;). Akibatnya
massa batang pada selang ini adalah Am; = p(x;)Ax; dan pusat massanya terletak dititik x;.
Jadi kita mempunyai sistem n partikel dengan massa Am,, Am,, ..., Am,, yang terletak dititik
X1, %3, ..., X, Massa dan momen massa terhadap titik O dari batang dapat dihampiri oleh
massa dan momen massa sistem n partikel ini, yaitu:
Massa: M = Yty Amy = Y7L, p(X)Ax;
Momen massa terhadap titik 0: My = Y.1-; Am;x; = X X; p(%;)Ax;
Karena fungsi p kontinu pada [0,L], maka jumlah Riemann ini mempunyai limit. Karena itu
massa dan momen massa terhadap titik O dari batang dapat dinyatakan sebagai integral tentu
yang merupakan limit jumlah Riemann tersebut. Dengan demikian diperoleh definisi berikut:
Definisi Pusat Massa Batang
Sebuah batang dengan panjang L ditempatkan horizontal sehingga ujung kirinya dititik 0,
rapat massa batang disetiap titik x € [0,L] adalah p(x), dengan p kontinu pada [0,L]. Massa

batang, momen massa batang terhadap titik 0, dan titik pusat massa didefinisikan sebagai
berikut: Massa : M = limp|o Xie; p(x)Ax; = foLp(x)dx

Momen massa terhadap titik 0 : My = limp|,o 2ioq X; p(x)AX;

. _ M
Titik pusat massa : X = i

I Cek Pemahaman |

1. Diketahui massa sebesar 4,2,6 dan 7 ton pada posisi 0,1,2, dan 4 terhadap suatu sistem
koordinat pada sumbu (Gambar 4.41). Tentukan titik berat sistem ini!

6 7

| = —]
—

4 ]
-

—

—

— |

| —
| — =

=] 2 = —

= —= e B

—_ — |

0 1 2 3 4

Gambar 4.41
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Penyelesaian:

X my + xomy + x3msg + x,my

X =
my +m, +mg+m,

B O)(.)O+OCH+@CH+ @)
B 44+2+6+7

2. Tentukan pusat massa batang yang panjangnya 9 satuan dan rapat massanya disetiap titik
yang jaraknya x satuan dari ujung Kiri batang adalah p(x) = 3x2 + 2x

Penyelesaian:

Tempatkan titik O diujung kiri batang. Rapat massa batang merupakan fungsi yang kontinu

pada selang [0,9]. Berdasarkan rumus diatas, massa, momen massa terhadap titik O, dan pusat

massa batang adalah sebagai berikut:

e Massa:

|P|-0

n 9
M = Hn1§£(3ff—+2fJAxi=~f(." + o) dx
i=1 0

T S 4

e Momen massa terhadap titik O :
n
MO = |1131|Tozfl(3flz + Zfi)Axi
i=1
9
=f0x( v + o) dx

=[] (o + .)dx

12

— M
Pusat massa batang : x = = = =
M 810
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4.6.2 PUSAT MASSA SUATU KEPING DATAR

o my(xz,¥,)
Yib oo @
! my (x1,y1)
o m3(x3,¥3) :
0 X1 X
o my(xy,ys)

o My (Xn, V)

Gambar 4.42

Pada Gambar 4.42 kita mempunyai sistem n partikel pada bidang, massanya
my, m,, ..., my, dan terletak dititik (x;, y;), (x2,V2), ..., (X, yn). Seperti sistem n partikel pada
batang, massa sistem n partikel pada bidang didefinisikan sebagai jumlah semua massanya.
Momen massanya terhadap sumbu koordinat didefinisikan sebagai jumlah dari setiap massa
partikel dikalikan dengan jarak berarahnya terhadap sumbu koordinat tersebut. Jarak berarah
berarti besarannya positif jika partikel diatas sumbu x atau dikanan sumbu vy, negatif jika
dibawah sumbu x atau disebelah kiri sumbu y, dan nol jika pada sumbu x atau sumbu y.
Dengan demikian, massa, momen massa terhadap sumbu koordinat, dan pusat massa sistem n
partikel didefinisikan sebagai berikut:

Massa: M =m; +my +--+m, =X m;
Momen terhadap sumbu x : M, = ', m;y;, y; jarak berarah massa m; ke sumbu x

Momen terhadap sumbu'y : M,, = Y7, m;x;, x; jarak berarah massa ke sumbu'y

Pusat massa : (X, ), dengan x = % dany = %
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Cek Pemahaman

3. Ada 5 partikel dengan massa sebesar 1, 4, 2, 3, dan 2 satuan massa yang masing-masing
ada dititik (6,-1), (2,3), (-4,2), (-7,4), dan (2,-2). Tentukan pusat massanya!

Penyelesaian:

n
M=Zmi=1+4+2+3+2=12
i=1

Mo =) myp = (DD +@HE) + @) + B@® +2)(-2) = 23
i=1

M, = Zmixi =W+ @R+ D+ +(2)(2) =-11

i=1

_ M, -11

Pusatmassa: X = — = —
M 12

My _ 23

Y=u "1
i (my)= (2L B
Jadi, (%, y)= ( 12’ 12)
Konsep sistem n partikel akan digunakan pada perhitungan massa, momen massa, dan

pusat massa keping homogen dengan rapat massa tetap sebesar k.

4.6.2.a Daerah yang dibatasi oleh satu fungsi

Suatu keping datar berbentuk daerah yang dibatasi oleh grafik fungsi kontinu f pada
[a,b], f(x) = 0 pada [a,b], garis x = a, garis x = b dan sumbu x.

Buatlah partisi P yang v 4
membagi selang [a,b] menjadi n
bagian yang sama panjang,
dengan selang bagian Kke-i

adalah  [x;_4,x;] dan Xx; =

[x;i—1 + x;]. Disini Kita

N |-

mempunyai n buah
persegipanjang, dengan 3
0 a 1 H h

X; Gambar 4.43
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persegipanjang ke-i, diperlihatkan Gambar 4.43.

Karena keping tersebut mempunyai rapat massa konstan, maka pusat massa dari setiap
persegipanjang adalah titik (fi,gf(fi)), yang merupakan perpotongan kedua diagonal

persegipanjang. Pusat massa ini dapat dianggap sebagai wakil dari elemen massa persegi
panjang ke-i, sehingga berdasarkan ini kita memperoleh suatu hasil untuk defini pusat massa
keping datar yang dibatasi 1 fungsi berikut ini:
» Definisi Pusat Massa Keping Datar dengan Rapat Massa Tetap
Keping datar dengan fungsi f kontinu pada [a,b] mempunuyai rapat massa konstan
sebesar k. Massa, momen massa terhadap sumbu koordinat, dan pusat massa dari
keping datar D didefinisikan sebagai berikut:

Massa :

M= lim Z kf(c)bx; = k f

Momen massa terhadap sumbu x :

= lim Z(kf(x ax) (3 G ))

[P~

n
1 1 2/= _ 1
i=1 a

Momen massa terhadap sumbu y :

— lim Z(kf(xl)Ax ) (%) = k J

|P|—~

Pusat massa : (x,y), dengan X = 7E dany = uTE

‘ Cek Pemahaman |

4. Tentukan pusat daerah D yang dibatasi oleh y = 2x — x2 dan sumbu x

Penyelesaian:
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e Massa daerah D:

3

2
M=kf(Zx—xz)dxzk(x2—§x3)(2)=k(4—§)=§k
0

e Momen daerah D terhadap sumbu x :

2 2
Mx=§kjk2x—x%2dx=gkf(“.— e+ ) dx
0 0
—_ Ek( T T + e )O —_ k

e Momen daerah D terhadap sumbuy :

2 2
M, = kfx(Zx—xz)dx = kf( . — .. )dx
0 0
2
= k(e = )=k = )= Lk
e Pusat daerah D:
(x,y),x = 7 = %_k = .-
:)_} = _... = 4.'; =
Jadi pusat daerah D adalah (x,y) = (..., ..)

4.6.2.b Daerah yang dibatasi oleh dua fungsi

Kita mempunyai keping datar yang berbentuk daerah: D ={(x,y):a<x<
b,g(x) <y < f(x)}, dengan fungsi f dan g kontinu pada [a,b]. Buatlah partisi P =
{a = x4,x,, ..., x, = b} yang membagi [a,b] atas n bagian kemudian pilihlah titik tengah c;

pada selang [x;_, x;] seperti pada Gambar 4.44 berikut:
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i | X i "l'.l g

b
s

Gambar 4.44

Partisi ini menghasilkan n buah persegi panjang dengan alas Ax; — x;_, dan tinggi f(x;) —
g(x;). Massa keping pada selang bagian ke-i dihampiri oleh massa persegi panjang ke-i,

yaitu: Am; = k. (luas persegi panjang) = k. (f(fl-) — g(fl-))Ax,-,i =1,2,..,n.

Karena rapat massanya tetap dan c; titik tengah [x;_;, x;], maka pusat massa persegi

panjang ke-i terletak pada perpotongan diagonalnya, yang koordinatnya yaitu:
P; = (fi,%(f(fi) + g(fi))),i =1,2,..,n

Jarak berarah dari titik P; ke sumbu x adalah %(f(fl-) + g(x;)) dan ke sumbu y adalah

X;, i =1,2,..,n. Berdasarkan hampiran ini diperoleh sistem n partikel pada bidang dengan
massa Amy,Am,,...,Am, yang terletak dititik P;,P,,...,B,. Konsep sistem n partikel
memberikan hampiran untuk massa, momen massa terhadap sumbu koordinat, dan pusat
massa keping datarnya. Nilai hampiran ini berbentuk jumlah Riemann yang mempunyai limit
karena fungsi f dan g kontinu pada [a,b]. Karena itu massa dan momen massa terhadap sumbu
koordinat dari keping datar D dapat dinyatakan sebagai integral tentu yang merupakan limit

jumlah Riemann tersebut. Dengan demikian diperoleh definisi berikut:

» Definisi Pusat Massa Keping Datar dengan Rapat Massa Tetap
Keping datar D = {(x,y):a<x <b,g(x) <y < f(x)} dengan fungsi f dan g

kontinu pada [a,b] mempunuyai rapat massa konstan sebesar k. Massa, momen massa
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terhadap sumbu koordinat, dan pusat massa dari keping datar D didefinisikan sebagai
berikut:

Massa: M = limpo Xizq k(f (X)) — g(x))Ax; = k ff (f(x) — g(x))dx

Momen massa terhadap sumbu x :

My = lim " Ge(f (% — g@NAx) (UG + 9())
i=1

|P[—0 £
n b
:Ill)ilrEO%kZ(fz(fi)—gz(fi))Axi=%kf( = )dx
i=1 a

Momen massa terhadap sumbu y :
n b
My = Jim > e(FGE) - gGEAR) () = k [ xCe = o )dx
i=1 2

Pusat massa : (x,y), dengan X = o dany = o

l Cek Pemahaman ‘

5. Tentukan pusat daerah D = {(x,y):0 < x < 2,x2 <y < 4}.

Penyelesaian:

y
4 y=x
1 =\ 2
St @Y
> X
0

e Massa daerah D :

2
2 8
— _ y2 — _1.3) = __)=rcl
M—kj(4 X?)dx = k (4x 3x)0 k(8 3> 51k
0
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e Momen daerah D terhadap sumbu x :
2
_1 4 _1 2 _1 —
Mx —_ Ekf(16 — X )dx = Ek( T e )0 = Ek( T T ) =
0

e Momen daerah D terhadap sumbu y :

M, =k fx(4—x2)dx =kf o — wn)dx=k( .. — .. )3= ..
i=1 0

e Pusatdaerah D :

(f’y)’fzvzsék: ,:)_]:— = =

Kerjakan semua soal di bawah ini dengan langkah-langkah yang benar!

1. Tentukan sentroid daerah yang dibatasi oleh kurva y =sinx, pada 0 < x <m dan
sumbu x.

2. Diketahui D adalah suatu keping datar berbentuk daerah yang dibatasi oleh y = x? dan
y = x + 2. Tentukan:
a. Massa keping
b. Momen massa keping terhadap sumbu x.
c. Momen massa keping terhadap sumbu .
d. Pusat massa keping.

3. Pada garis yang ada sistem koordinatnya ada m; = 4, m, = 6,dan m; = 9 yang terdapat
pada titik—titik x; = 2,x, = —2,dan x5 = 1. Tentukan pusat massanya.

4. Tentukan pusat massa daerah D yang dibatasi oleh kurva — kurva berikut ini dan masing —
masing gambarlah daerah D.
a. y=4x—x?, garisx = 1 dan sumbu x

b. y=4x —x? dan x+y =2
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Cc. y=2x—4,y=2VJx,dan sumbu x
5. Sepotong kawat lurus panjangnya 9 satuan dan dengan kepadatan §(x) = v/x pada sebuah
titik yang jauhnya x satuan dari salah satu ujungnya. Tentukan jarak dari ujung ini kepusat

massa dawai.

****OOO****
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BAHAN DISKUSI SECARA KOLABORASI-4.7

e\

Penemuan Rumus Usaha Dengan Gaya Konstan

IS
<

Salah penggunaan integral tertentu ialah menghitung besamya usaha yang dibuat oleh
suatu gaya yang bekerja pada benda agar bergerak sepanjang garis lurus tertentu dari suatu
titik ke titik lainnya. Dalam sudut pandang fisika, khususnya mekanika, usaha mengandung
pengertian sebagai segala sesuatu yang dilakukan oleh gaya pada suatu benda sehingga benda
itu bergerak. Agar usaha berlangsung, maka gaya harus dikerahkan pada suatu benda hingga
benda tersebut menempuh jarak tertentu. Apakah usaha baru dapat berlangsung bila
benda berpindah? Bagaimana apabila benda yang diberikan gaya ternyata tidak bergerak
atau berpindah? Apakah telah terjadi usaha?

Pengertian fisis usaha ialah liasil kali antara gaya yang bekerja pada suatu benda
dengan jarak tempuhnya. Jadi bila suatu benda bergerak sepanjang sumbu x dari ake b
dengan suatu gaya tetap sebesar F yang bekerja sepanjang arah gerakan, maka besarnya usaha
Wialah: W = F(b — a).

Perumuman dari situasi ini ialah menentukan besamya usaha yang dibuat oleh suatu
gaya yang tidak tetap, yaitu bergantung dari letak benda. Pada kasus ini kita mempunyai suatu
gaya sebesar y = f(x) yang bekerja dalam arah gerakan benda pada sumbu x dari a ke b
dengan fungsi f kontinu pada [a,b]. Masalah yang akan kita pelajari ialah menghitung
besarnya usaha yang diperlukan untuk memindahkan benda tersebut dari a ke b.

Misalkan A adalah suatu partisi untuk [a, b] yang membagi selang itu atas n bagian
yang sama dengan sekarang bagian ke-i adalah [x;_; , x; ] dan panjangnya Ax;. Jika jarak x;_,
ke x; cukup kecil, maka gaya yang bekerja pada selang bagian ke-i-nya hampir konstan,
sehingga kita dapat mengandaikan besarnya gaya y = f(x) pada selang bagian itu konstan.
Kemudian, bila x; suatu titik pada selang [x;_;,x; ], maka besarnya gaya besarnya gaya
konstan tersebut dapat diandaikan f'(x;) dengan jarak perpindahannya Ax;, sehingga besarnya
usaha AW, untuk memindahkan benda tersebut dari x;_; ke x; dengan gaya tetap

sebesar f(x;) adalah:
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AW; = f(x;) Ax;
Besarnya usaha untuk memindahkan benda dari a ke b dapat dihampiri oleh jumlah dari
usaha yang diperlukan untuk memindahkan benda di setiap selang bagian pada partisinya.
Jadi kita mempunyai
W~ ¥ AW, = 3  (%)AX
i=1 i=1
dengan jumlah di ruas paling kanan mempunyai limit karena fungsi f kontinu pada [a, b].
Dengan demikian, besarnya usaha total yang dibuat oleh gaya itu agar benda bergerak dari
a ke b adalah limit jumlahnya, yang merupakan suatu integral tertentu. Hasilnya kita nyatakan
dalam definisi berikut.
Definisi, Usaha Memindahkan Benda dari a ke b.
Misalkan fungsi kontinu f pada [a , b], y = f(x) menyatakan besaniya gaya yang bekerja
di titik pada sumbu x. Maka besaniya usaha W yang dibuat oleh gaya f agar benda
bergerak sepanjang sumbu x dari x = a ke x = b adalah:
W~ 3 AW, = 3 £ (4)A

=1

n
W= lime()Ei)Axi = f oo dx
n-o~
i=1

‘ Cek Pemahaman '

1. Panjang asal suatu pegas adalah 40 cm dan diperlukan gaya sebesar 2 kg untuk
mergangnya menjadi 50 cm. Tentukan besaniya usaha yang diperlukan untuk meregang
pegas itu 5 cm dari panjang asalnya.

Penyelesaian:

Tempatkan pegas itu mendatar dengan titik asal O di ujung kanan pegas. Misalkan x
menyatakan regangan pegas dan f(x) menyatakan besarnya gaya pegas untuk
meregangnya sejauh X.Menurut hukum Hooke, f(x) = kx, k konstanta. Dari saol, agar
pegas bertambah panjang 0,1 m diperlukan gaya sebesar 2 kg. Akibatnya, f(0,I) = 2,
sehingga k = 20. Jadi gaya pegas untuk meregang sejauh x m ialah f(x) = 20 kg.
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Usaha yang diperlukan agar pegas meregang sejauh 5 cm (0,05 m) dari panjang asalnya

ialah:

W =lim,, Y%, f(x)Ax;=[ .. dx= ..(Silanhkan dicari!)

Penemuan Rumus Usaha Untuk Memompa Zat Cair

Kasus lain untuk topik ini adalah menghitung besarnya usaha yang diperlukan untuk
memopa keluar zat cair pada suatu
tempat dari kedalaman a sampai b.
Perhatikan gambar berikut. Tempat di
atas berisi zat cair homogen yang

beratnya w kg/m?® dengan kedalaman x =

a meter dari puncak tempat. Aka
ditentukan  besarnya usaha untuk

memompa keluar zat cair ini sampai

pada kedalaman x = b meter dari puncak
Gambar 4.45

tempat seperti pada Gambar 4.45.

Untuk a < x < b, misalkan A (x) menyatakan luas penampang bidang sejajar dengan
permukaan puncat tempat pada kedalaman x meter dari puncaknya, A kontinu pada [a,b].
Buatlah partisi A yang membagi [a,b] atas n bagian dengan selang bagian ke-i nya [x;_; , x; ].
Bila c; terletak pada selang bagian itu, maka luas penampang untuk selang bagian ke-i dapat
diandaikan A(x;) dan isi zat cair pada silinder ke-i adalah:

Al = A(X;)) Ax; dan beratnya: w Al; = w A(X;) AX;

Pada selang bagian ke-i ini, jarak perpindahan zat cair dapat diandaikan x;, sehingga
usaha yang dipcrlukan untuk memompa zat cair keluar pada silinder ke-i adaiah
AWi=w A(.’fl) fi AXxi
Besarnya usaha untuk memompa keluar zat cair dari a ke b dapat dihampiri oleh

jumlah usaha dari setiap selang bagian pada partisinya, yaitu

W~ 3AW, = ¥ A(X)AX,
i=1 i=1
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Jumlah Riemann di ruas paling kanan mempunyai limit karena A kontinu pada [a,b].

Jadi besarnya usaha untuk memompa zat cair dari a ke b adalah limit jumlahnya, yaitu:

I b
W= |im gwxi A(X;)AX; =w f X A(X)dX
a

|A|—>0i=1
’ Cek Pemahaman ‘

2. Suatu tanki air berbentuk setengah bola berjari-jari 10 meter berisi zat cair homogen yang
beratnya w kg/m?®. Tentukan besarnya usaha yang diperlukan untuk memompa zat cair itu

keluar tanki dari kedalaman 2 meter sampai dengan 4 meter dari puncaknya.

Penyelesaian:

Perhatikan gambar di samping. Penampang tanki

dengan bidang yang sejajar puncaknya dan melalui

X = Z berbentuk lingkaran yang jari-jarinya

\J100 — ;2 . Akibatnya, luas penampang ini - % :

adalah: A(ci) = = (100 - )_(i2 ), sehingga besarnya

/.\Xg

usaha yang diperlukan untuk memompa zat cair

keluar tanki dari kedalaman 2 m sampai 4 m

adalah:
W =

— — 4 4
AIiT)Og:lWﬂ'Xi (100—Xi2)AXi :W7[1z’x( oo — e )dXZWﬂ'f( el — e )dX
i=
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Kerjakan semua soal di bawah ini dengan langkah-langkah yang benar!

1. Jika suatu gaya 360 Newton meregangkan 4 m pegas sepanjang 0,3 m, Carilah usaha yang
dilakukan untuk meregangkan:
a. Dari 4 m menjadi 5 m
b. Dari 5 m mmenjadi 5,3 m.

2. Carilah usaha yang dilakukan untuk menaikkan batubara seberat 500 kg dari tambangnya
yang memiliki kedalaman 500 meter dengan kabel yang beratnya 30 Nm ™1,

3. Sebuah tandon air alasnya berbentuk persegi dengan sisi 2,5 m dan dalamnya 2 m. Carilah
usaha yang dilakukan untuk mengosongkan tandon ke luar dari puncaknya, jika:

a. Tandon penuh dengan air

b. Jika% tandonnya penuh dengan air.

****O O O****
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\ UJI KOMPETENSI-4.4 ‘

A. Pilihan Ganda:Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!

1. Pusat massa pada garis yang ada pada sistem koordinatnya ada pada massa m; = 4,m, =

6, dan m; = 9 yang terdapat pada titik-titik x; = 2, x, = —2, danx3 = 1, adalah ...

a b8
17
h. 9
15
c. 2
19
d. 13
9
e. S
19

2. Pusat massa bidang yang memiliki sistem koordinat terdapat massa dengan lokasinya

seperti pada Gambat berikut adalah ...

y
(-2, 4) (2,4)
12)
(2,2) (2,1) 4,1)
X
(-1,0) (4,0
6 31
a. (5 35)
6 31
b. (7. )
¢ G
9 31
d (. 3)
e. €,
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3. Pusat massa bidang datar yang dibatasi oleh y = x3,y = 0, dan x = 2 adalah ..

& G %)
b G )
¢ G5
4 G 7)
e G 7)
4. Pusat massa bidang datar yang dibatasi oleh x = y? ,dan x? = —8y adalah ...

a G 3)

b G )
c G 3)
d G5
e (5 3)

5. Sebuah pegas panjangnya 10 cm, pegas ini ditekan sehingga panjangnya menjadi 8 cm.
untuk penekanan tersebut diperlukan gaya sebesar 200 dynes. Besarnya gaya yang
diperlukan untuk menekan pegas dari panjang alami hingga panjangnya menjadi 6 cm
adalah ... erg
a. 809
b. 900
c. 800
d. 805
e. 700

6. Sebuah tangki yang berbentuk setengah bola, yang berjari-jari 1 m berisi penuh dengan
air. Bsarnya usaha yang dilakukan untuk mengeluarkan air melalui sisi tangki adalah
Joule.

a. 2350w
b. 2500«
C. 2450w
d. 2300w
e. 2400w
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B. Soal Essay: Kerjakan dengan langkah-langkah yang benar!

7. Diketahui D adalah suatu daerah yang dibatasi oleh parabola x = 4y — y? dan garis y =
x. Gambarkan daerah D dan tentukan pusat massanya.

8. Diketahui D adalah suatu daerah yang dibatasi oleh parabola y = 2 — x? dan garisy =
x?|x|. Gambarkan daerah D dan tentukan pusat massanya.

9. Suatu kolam renang berbentuk balok tegak dengan panjang 25 meter, lebar 10 meter dan
dalamnya 3 meter. Jika pada suatu kolam itu penuh berisi air, maka tentukan usaha yang
diperlukan untuk memompa air keluar kolam itu sampai kedalaman 1 meter dari
permukaannya.

10. Suatu tangki berbentuk silinder tegak dengan jari-jari lingkaran alas 1 meter dan tinggi 2
meter berisi air setinggi 1,5 meter di atas dasarnya. Tentukan usaha untuk memompa air

keluar tangki sampai tinggi air dalam tangki tinggal 1 meter.

****OOO****
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beri respon atau umpan balik secara

sehingga hasilnya

mahasiswa,
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