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BABI
KONSEP DASAR KALKULUS

A. Pengertian Kalkulus

Kalkulus merupakan salah satu topik bahasan dalam
matematika. Kalkulus adalah cabang matematika yang mencakup limit,
turunan, integral, dan deret tak hingga (Rejeki, 2017). Limit merupakan
suatu fungsi sangat penting untuk mempelajari kalkulus. Konsep
tersebut digunakan dalam menjelaskan beberapa konsep terpenting
dalam kalkulus yaitu kontinuitas, turunan fungsi dan integral tertentu
dari suatu fungsi (V.Zandy & ].White, n.d.). Salah satu penerapan yang
terpenting dari limit adalah konsep turunan atau deferensial sebuah
fungsi. Sebuah fungsi terdeferensialkan jika limit ada (Varberg et al.,
2004). Selain deferensial, operasi kalkulus penting yang kedua adalah
antideferensial atau pengintegralan. Deferensial dan integralan
merupakan operasi yang dianggap sebagai inversi satu sama lain,
Integral adalah balikan dari deferensiasi (V.Zandy & J.White, n.d.)

Menurut Kamus Besar Bahasa Indonesia (2015), kalkulus adalah
bagian matematika yang melibatkan pengertian dan penggunaan
deferensial dan integral fungsi serta konsep yang berkaitan (KBBI,
2020).

Kalkulus adalah studi tentang perubahan, seperti geometri
mengkaji tentang bentuk dan aljabar mengkaji tentang operast dan
aplikasinya dalam menyelesatkan persamaan. Kalkulus memiliki
berbagai aplikasi di bidang sains, ekonomi, dan teknik. Selain itu,
kalkulus juga dapat memecahkan berbagai masalah yang tidak dapat
diselesaikan oleh aljabar dasar (LaTozrre et al., 2007).

B. Prinsip- Prinsip Dasar Kalkulus

Prinsip kalkulus adalah selalu dapat menggunakan perkiraan
yang lebith akurat untuk mendapatkan jawaban yang lebih akurat.
Misalnya, Anda dapat membagi kurva dengan serangkaian garis lurus.
Semakin pendek garis lurusnya, semakin dekat kelompok garis tersebut
ke kurva. Selain itu, Anda juga dapat menggunakan serangkaian kubus
untuk memperkirakan volume benda bulat, dan Anda dapat
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menyesuatkan kubus yang lebih kecil di setiap iterasi. Dengan
menggunakan kalkulus, Anda dapat menentukan hasil akhir perkiraan
yang cenderung akurat, yang disebut batas.

Teorema dasar kalkulus menyatakan bahwa turunan dan integral
adalah dua operasi yang betrlawanan. Lebih tepatnya, teorema
menghubungkan nilai anti-turunan dengan integral tertentu. Karena
menghitung anti-turunan lebih mudah daripada menerapkan definisi
integral tertentu, teorema dasar kalkulus menyediakan cara praktis
untuk menghitung integral tertentu (LaTorre et al., 2007).

Teorema dasar kalkulus menyatakan:

Jika sebuah fungsi f adalah kontinu pada interval[a, b] dan jika
F adalah fungsi yang mana turunannya adalah f pada interval (a,b),
maka:

f f()dx = F(b) — (@)

Untuk menghitung nilai integral, kita dapat menggunakan
teorema dasar kalkulus tanpa menggunakan definisi integral tertentu
sebagai batas penjumlahan Riemann. Selain itu, Teorema dasar
Kalkulus ini dapat digunakan untuk menentukan luas dan volume
sebuah bangun.

C. Bentuk-Bentuk Kalkulus

Pada umumnya kalkulus dibagi menjadi dua yaitu Kalkulus I dan
Kalkulus II. Kalkulus I disebut kalkulus deferensial yang meliputi limit,
deferensial dan aplikasi deferensial. Kalkulus diferensial adalah studi
tentang laju perubahan fungsi dan variabel ketika mereka berubah.

Kalkulus diferensial menjelaskan metode laju perubahan fungsi
yang disebut turunan. Turunan dalam kalkulus adalah ukuran
perubahan fungsi dengan perubahan nilai input. Secara umum, turunan
menggambarkan perubahan fungsi karena perubahan variabel;
misalnya, turunan posisi suatu benda dalam gerakan relatif terhadap
waktu adalah kecepatan sesaat benda tersebut. Fungsi akan
menggambarkan sistem yang terus berubah, sepertt perubahan suhu
harian atau kecepatan planet di sekitar bintang. Turunan dari fungsi ini
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akan memberikan gambaran tingkat perubahan suhu dan percepatan
planet. Proses mencari turunan disebut diferensiasi.

Sedangkan Kalkulus II disebut Kalkulus Integral yang meliputt
integral tentu, integral tak tentu dan penggunaan integral tentu. Secara
sederhana, integral dapat didefinisikan sebagat kebalikan (invers) dari
sebuah fungsi turunan. Ada pula yang mengartikan integral sebagat
suatu bentuk penjumlahan yang bersifat kontinu (berkelanjutan) yang
juga merupakan bentuk anti turunan.

Integral sendiri dapat dikategorikan menjadi 2 jenis, yaitu :
1. Integral Tak Tentu, merupakan bentuk kebalikan dari fungsi
turunan.
2. Integral Tentu, yaitu limit dari luas suatu daerah tertentu.

Dengan memahami laju perubahan (fungsi) sistem, Anda dapat
menemukan nilai yang mewakili masukan sistem. Dengan kata lain, jika
Anda mengetahui turunan (turunan) seperti percepatan, Anda dapat
menggunakan integral untuk mencari fungsi aslinya, yaitu kecepatan.
Selain itu, kalkulus integral merupakan suatu bentuk matematika
yangapat mengidentifikasi volume, luas, dan solusi persamaan.

Dua cabang utama kalkulus, kalkulus diferensial dan kalkulus
integral sangat terkait satu sama lain melalui teorema dasar kalkulus.
Deferensial dan Integral merupakan operasi dasar dalam kalkulus.
Contoh cabang kalkulus lainnya adalah kalkulus proposisional, kalkulus
variasi, kalkulus lambda, dan kalkulus proses. Mata kuliah kalkulus
adalah pintu gerbang ke mata kuliah matematika tingkat lanjut lainnya
yang berspesialisast dalam fungsi dan batasan. Fungsi dan batasan ini
sering disebut sebagai analisis matematika (LaTorre et al., 2007).

D. Pengembangan Kalkulus

Seiring perkembangan ilmu dan teknologi, kalkulus tidak hanya
digunakan dalam bidang matematika tetapt Kalkulus juga dapat
digunakan di setiap cabang ilmu fisika, ilmu komputer, statistik, teknik,
ekonomi, bisnis, kedokteran, demografi, dan banyak bidang lainnya.
Setiap konsep dalam mekanika klasik terkait satu sama lain melalui
kalkulus. Massa benda yang tidak diketahui massa jenisnya, momen



mersia benda, dan energi total benda dapat ditentukan dengan
menggunakan kalkulus (LaTorre et al., 2007).

Dalam sub disiplin kelistrikan dan magnet, kalkulus dapat
digunakan untuk mencari fluks total (fluks) dari medan
elektromagnetik. Contoh sejarah lainnya adalah penggunaan kalkulus
dalam hukum gerak Newton, yang dinyatakan dengan laju perubahan
turunannya: laju perubahan momentum suatu benda sama dengan gaya
resultan yang bekerja pada benda dalam arah yang sama (LaTorre et al.,
2007).

Bahkan rumus umum hukum kedua Newton yang menyatakan
bahwa gaya merupakan massa kali percepatan menggunakan rumus
diferensial, karena percepatan dapat dinyatakan sebagai turunan
kecepatan. Teori elektromagnetik Maxwell dan teori relativitas Einstein
juga diungkapkan oleh kalkulus. Kalkulus memiliki beragam penerapan
dalam kehidupan sehari-hari. Matematika sebagai salah satu induk ilmu
pengetahuan sangat dibutuhkan dalam bidang lain. Beberapa
penerapan kalkulus dalam bidang lain antara lain:

1. Pada bidang fisika, khusunya terkait mekanika, kalkulus sangat
diperlukan untuk menyelesatkan perhitungan-perhitungan
dengan menerapkan konsep kalkulus.

2. Dalam bidang statistika dan teori peluang juga terdapat
perhitungan dengan menerapkan konsep kalkulus (integral).

3. Dalam bidang ekonomi, kalkulus dapat digunakan untuk
menentukan biaya marginal (kalkulus diferensial).



BAB II
BILANGAN REAL

A. Sistem Bilangan Real

Belajar matematika merupakan suatu aktivitas melakukan usaha
penalaran angka-angka atau bilangan. Banyak keilmuan yang berkembang
dari sebuah konsep matematika, salah satunya adalah ilmu komputer
berkembang dari konsep sistem bilangan.

Sistem bilangan merupakan salah satu penemuan yang sangat
penting sepanjang sejarah beradaban manusia. Berkat penemuan sistem
bilangan inilah sehingga sampai detik ini kita mampu menentukan serta
menyebutkan kuantitas atau jumlah tertentu dari obyek, batk dari yang
terdiri dari satu obyek atau bahkan lebih.

Pada perkembangan selanjutnya, sistem bilangan juga memainkan
peran penting pada perkembangan teknologi dan kesehatan. Hal ini
terbukti dengan penggunaan sistem bilangan biner diberbagai jenis mesin
berteknologi, termasuk sistem komputer yang saat ini menggerakkan
berbagai bidang kehidupan manusia khususnya di era industri 4.0 dan social
5.0 pengembangan sistem artficial intelligence tidak tetlepas dari peran utama
sistem bilangan.

Tanpa adanya sistem bilangan mustahil bagi manusia melakukan
pengembangan ilmu pengetahuan dan bahkan akan sangat berdampak
pada kelangsungan hidup umat manusia sebab klasifikasi dan kuantitas
suatu obyek menjadi bagian yang tidak terpisahkan dari kehidupan kita.

Maka dari itu konsep dasar dari sistem bilangan itu sendiri harus
dipahami lebih jauh sebelum mendalami materi matematika yang lebih
kompleks

Untuk memudahkan kita dalam memahami konsep sistem
bilangan real, berikut diberikan beberapa himpunan bilangan sebagai
berikut:

1. Himpunan Bilangan Asli (INVatural)

Himpunan bilangan asli dinotasikan dengan N dan anggota-
anggota bilangan asli adalah 1, 2, 3, 4, 5, 6, .. schingga N=
{1,2,3,4,5,6,...} Bilangan asli tertutup terhadap operasi penjumlahan
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dan perkalian, artinya untuk setiap a, b bilangan asli maka (a+b) dan
(a.b) bilangan asli. Oleh karena itu, himpunan semua bilangan asli
membentuk suatu sistem sistem bilangan asli.

2. Himpunan bilangan Cacah (Whole)

Bilangan cacah dilambangkan dengan W dan anggota-anggota
bilangan cacah adalah 0,1,2,3,4,5,6, ..., sechingga W={0,1,2,3,4,5,6,...}.
Bilangan cacah tertutup terhadap operasi penjumlahan dan perkalian,
artinya untuk setiap a, b bilangan cacah maka (a+b) dan (a.b) bilangan
cacah.

3. Himpunan bilangan Bulat

Sistem bilangan asli bersama-sama dengan bilangan nol dan
lawan dari bilangan-bilangan asli membentuk sistem bilangan bulat.
Bilangan bulat dinotasikan dengan Z yang anggota-anggotanya adalah
.=3,-2,-1,0,1,2,3, .., sehingga Z= {... —=3,-2,-2,0,1,2,3,...}.

4. Himpunan bilangan Rasional

Bilangan pecahan atau bilangan rasional (quotient). Bilangan
rasional adalah # 4 bilangan yang bentuk umumnya dinyatakan dengan
Q= {xl% ,a,beZ,b # 0} merupakan  bilangan  yang  dapat
dinyatakan sebagai hasil bagi antara dua buah bilangan bulat (pecahan)
dengan syarat bahwa nilai penyebutnya tidak sama dengan nol,

. 1146 . .
misalnya: 22’5’8 dan lain sebagainya.

5. Himpunan bilangan Irrasional

Bilangan ini disebut juga bilangan tak terukur ditulis Q' =
{x|x € Q} yaitu bilangan yang tidak dapat dinyatakan sebagai hasil bagi
antara dua bilangan bulat (pecahan), tapi dapat dinyatakan dengan
bilangan desimal tak tentu atau tak berulang, seperti e = 2,71828..., n

=314159...,V/2 = 1,4142 ..., dan lain sebagainya.

6. Himpunan bilangan Real (nyata)
Himpunan bilangan ini dinotasikan sebagai R = {x|x€ R},
dalam hal ini bilangan rasional dan irrasional merupakan himpunan
6



bilangan real sehingga dapat disimpulkan himpunan bilangan Asli N
merupakan subset dari himpunan bilangan Cacah W. Himpunan
bilangan Cacah W merupakan subset dari himpunan bilangan Rasional
Q, sedangkan himpunan bilangan tidak real merupakan himpunan
bilangan imaginer atau biasa disebut juga dengan himpunan bilangan
kompleks.

Gabungan himpunan bilangan rasional dan himpunan bilangan
irasional disebut himpunan bilangan real yang diberi simbol dengan
huruf R. Dengan diagram Venn himpunan bilangan real, himpunan
bilangan rasional, himpunan bilangan bulat, dan himpunan bilangan
asli di gambarkan sebagai berikut.

Z
Q

Gambar. 2.1. Diagram Venn Relasi Antar Himpunan Bilangan

R

Himpunan sistem bilangan tersebut dapat dituliskan dalam
subset sebagai berikutt NcW cZ cQ cR
Terdapat korespondensi satu-satu antara bilangan real dengan titik
pada garis bilangan. Artinya, untuk setiap bilangan real yang disebut
dapat ditunjuk sebuah tittk pada garis bilangan yang mewakilinya.
Sebaliknya, untuk setiap titik yang ditunjuk pada garis bilangan dapat
disebut bilangan real yang diwakilinya.

1 1 | 1 | 1 | 1 1
4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Gambar. 2.2. Garis Bilangan

B. Operasi Bilangan
Operasi hitung bilangan pada dasarnya dibedakan menjadi 4 jenis
operast hitung dasar. Dari keempat operasi hitung dasar bilangan tersebut
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disebut operast aritmatika. Terdapat juga 3 operast hitung lain yang sering
digunakan yaitu perpangkatan, akar, dan tanda kurung. Berikut digunakan
bilangan bulat sebagai contoh dati operast hitung tersebut. Jika a, b, dan ¢
adalah bilangan real, maka:

1.

Operasi Bilangan Bulat
a. Penjumlahan
1) a+b=b+a (komutatif)
Contoh:
3+4=4+3=7
2p+3q=3q+2p
2) atb+c=a+b+c)=(@+b)+c (asosiatif)
Contoh:
2+3+6=2+@B+6=2+3)+6=11
3x+4y+7z=3x+ @y +72) =GBz +4y) + 7z
b. Pengurangan
Pada sifat operasi pengruangan dan perluasannya digunakan aturan
sebagai berikut:
a—b-c=a—(b+c¢)
a—b+c=a—(b-c¢)
-a—b-c=a—-(b-c)
Contoh:
Sederhanakanlah: 4(2a — 5b + ¢) — 2(3b + 2¢) + 8a
Penyelesatan: 4(2a—5b+¢)—2(3b + 2¢) + 8a
=82—20b+4c—6b—4c+ 8a
=8a+ 8a—20b—G6b + 4c—4c
=16a—26b
c. Perkalian
1) a.b=b.a (komutatif)
Contoh:
3.4=4.3=12

2p.3q=3q.2p=06pq



2) a.b.c=a.(b.c=(a.b).c (asosiatif)

3) a.(b.c)=ab+ac

Contoh:

2.3.6=2(3.6)=(2.3)6=36
3x.4y.72=3x.(4y.72) = (3x . 4y) . 7z

Contoh:

(Distributif)

5(7.9=5.7+5.9=80
2x (3y + 62) = 6xy + 12xz

Berikut ini beberapa sifat perkalian penting untuk diketahui:
(a—b)(a+b) =a2—Db?

(a+ b)? =a2—2ab + b2
a—b =a2—2ab + b?
(

Catatan Penting; a. % =1, sehingga% disebut sebgai invers perkalian
dari a sedangkan 1 disebut unsur identitas.

d. Pembagian
Sifat operasi pembagian:

1) a(b:c)=(ab) :catauab =

2)

3)

4  2x4
Contoh: 2 X ==
3 3
ab a b
— = = X -
rq 14 q
4x2 4 2
ntoh: —— = - X =
Conto 3x5 3 5
a _ a
b7 p
c
6 6 X5
Contoh: 7 = "
5

ab
c



a a
Y=
c
6
Contoh g— G5
a_ pa
)y = pb
4 _ 2x4
Contoh.;— %
6 atb _ E+2
p p b
442 4 2
COﬂtOh.T = g'l'g
2. Operasi Bilangan Pecahan
a. Penjumlahan
) i4s=242 tati
)a b b a (Komutatif)
1,1 _ 1,1 _4+6 _ 10
Contoh.;+g—g+z—7—§

1 1 1
2) Z+;+E

Contoh:

1

— % + (l + %) = (— + %) + % (Asosiatif)

a

S N

6+4+3 6+(4+3) (6+4)+3

1

_+_

2

1
3

)+

12 12
13 13 13
12 12 12

12

10



b. Pengurangan

Contoh:
1 1 _ 3—-2 _ 1
2 3 6 6
c. Perkalian
11 11 .
D235 (Komutatif)
34_43_12
Contoh.g.g =%'5= 30

d. Pembagian
11 13 3
COHtOh.E.E _E'I_ E

3. Operasi Bilangan Berpangkat
Agar pengertian konsep operasi pada bilangan berpangkat dapat
dipahami dengan baik perhatikan pernyataan berikut ini:

i~ artinya a x a x a sebanyak 3 faktor
a3 dibacaa berpangkat tiga

Bentuk secara umum: a™ artinya 2 x @ x 4 x ... 4 sebanyak # faktor 4
disebut bilangan berpangkat # disebut bilangan dasar pokok 3 disebut
pangkat atau eksponen Contoh:

20 =2x2x2x2x2=32

a. Perkalian bilangan pokok yang sama
am X qn = am+n,a¢0
Contoh: 42 x 43 = 42+3 = 45
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b. Pembagian bilangan pokok yang sama
am:an = amn g% ()
Contoh: 46 : 43 = 463 = 43

c. Pemangkatan bilangan berpangkat
(am)n = gmn
Contoh: (352 = 352 = 310

d. Pemangkatan perkalian dua bilangan atau lebih
(ab)ym =am _ bm
Contoh: (3.2)* = 34 x 24

e. Pemangkatan pecahan

(%)m - Z—:,a,b %0
Contoh: (2)3 = z—z

f. Pemangkatan Nol
a%=1,a2#0
Contoh: 622 = (60 =1

g. Pangkat Negatif

am:a"=am—_n,m<n

1 _ 1
Contoh: 236 = 2-3 = 2T3 = E
4. Operasi Bilangan Irrasional
Bentuk akar merupakan kebalikan dari pangkat untuk

menunjukkan bahwa pangkat dari bilangan tersebut dibagi oleh indeks
yang terdapat pada tanda akar
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Bentuk umumnya: Va® = a™™ dengan » adalah indeks akar.
Pada penulisan akar yang tidak disertai indeks berarti indeks dari akar

tersebut adalah 2 misalnya V5 yang artinya sama dengan 5'/2.
Operast pada akar:

1) Vax%¥b= Yaxh
Contoh: 5 x ¥4 = Y5 x 4 = 20

a njia

2 5= b

3
VA _ sfa
Contoh._,vg— s

3 (Va)'=a
Contoh: (Wf =20

C. Urutan
1. Urutan Bilangan Bulat

Definisi “kurang dar?” pada bilangan bulat dikenalkan melalui
pendekatan garis bilangan dan pendekatan penjumlahan. Dengan
pendekatan garis bilangan, bilangan bulat # kurang dari 4, ditulis @ < 4,
ditunjukkan dengan letak # di sebelah kiri 4. Pada garis bilangan
tersebut, dapat dilihat bahwa -3 <2, -4 <-1,-2 < 3.

Dengan menggunakan pendekatan penjumlahan, bentuk 2 < &
ditunjukkan dengan adanya bilangan positif, sedemikian hingga @ + p
= b. Dapat pula dikatakan bahwa ¢ < 4 jika dan hanya jika 4 — ¢ adalah
bilangan positif. Dengan pendekatan penjumlahan, jelas bahwa — -21
< -4 karena (-4) — (-21) = 17, merupakan bilangan positif.

Serupa dengan penjelasan di atas, pengertian “&urang dari atau
sama dengan’”, ““lebib dar?”’, dan “lebib dari atan sama dengan”, yang masing-
masing disimbolkan dengan <, >, dan = juga dapat dikenalkan melalui
pendekatan garis bilangan dan pendekatan penjumlahan. Selanjutnya
kita bahas sifat-sifat urutan bilangan bulat, ditunjukkan sebagai berikut.
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Sifat urutan bilangan bulat
Misalkan g, 4, dan ¢ masing-masing merupakan bilangan bulat, p
bilangan bulat positif, dan # bilangan bulat negatif.
a. Sifat transitif kurang dari;
Jikaa<bdanb <cmakaa<c
b. Sifat kurang dari dan penjumlahan;
Jikaa<bmakaa+c<b+c
c. Sifat kurang dari dan perkalian dengan bilangan positif;
Jika a < b maka ap < bp
d. Sifat kurang dari dan perkalian dengan bilangan negative;
Jika a < b maka an > bn.

Sifat-sifat urutan tersebut tetap berlaku apabila simbol < diubah
dengan <, >, dan 2. Tampak bahwa ketiga sifat urutan yang pertama
berlaku pada semesta himpunan bilangan cacah, tetapi sifat yang
keempat tidak berlaku pada semesta himpunan bilangan cacah.

2. Urutan Bilangan Rasional

Pengertian “kurang dar?” pada bilangan rasional dikenalkan
melalui pendekatan garis bilangan, pendekatan penyebut positif sama,
dan pendekatan penjumlahan. Dengan pendekatan garis bilangan,

bilangan rasional % < 2, ditunjukkan dengan letak % di sebelah kirt 2’
dengan penyebut positif yang sama, bilangan rasional % <:
ditunjukkan dengan ¢ <¢, 4> 0.

Menggunakan pendekatan penjumlahan  bentuk % < 3

ditunjukkan dengan adanya bilangan rasional positif g, sedemikian
sehingga% + :—’ = 2. Dapat pula dikatakan bahwa% < 2 jika dan hanya
jikag - % adalah bilangan positif.

Sifat urutan bilangan Rasional

. a ¢ e
Misalkan —, = -
salkan , d,dan 7
a. Sifat transisi kurang dari;

masing-masing merupakan bilangan rasional.
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ka—-< - < kaz <
]1a dan fmaa 7

b. S1fat kurang dan dan pen]umlahan,

ka= < < mak <-+-
]1a 5 maka — +f +f

c. S1fat kurang da1 dan perkman dengan bilangan positif;
]1ka <= dan > 0 maka—.2 < =.%

b'f ~d'f
d. Sifat kurang da1 dan perkman dengan bilangan negatif;
]1ka <= dan < Omaka; ?>£ %

Sifat-sifat urutan seperti ditunjukkan di atas tetap berlaku
apabila simbol < diubah dengan <, >, dan 2. Tampak bahwa ketiga
sifat urutan yang pertama berlaku pada semesta himpunan bilangan
cacab, tetapt sifat yang keempat tidak berlaku pada semesta himpunan
bilangan cacah. Sifat urutan bilangan rasional dapat digunakan untuk
menyelesaikan suatu pertidaksamaan.

D. Pertidaksamaan
1. Notasi
Pada sistem pertidaksamaan terdapat notasi atau simbol yang

harus kita ketahut terlebih dahulu;

a. Lebih kecil di notastkan <

b. Lebih kecil atau sama dengan dinotastkan <

c. Lebth besar di notasikan >

d. Lebth besar atau sama dengan dinotastkan >

Notasi-notasi di atas digunakan untuk membuat suatu Batasan
terhadap nilai suatu variabel.
Contoh:
1) x<4
Ini berartt bahwa nilai x selalu lebih kecil atau di bawah dari 4,
dan tidak sama atau lebih besar dari 4. Dalam garis bilangan
daerah yang di arsir merupakan nilai x yang memenubhi.
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2) x =24
Ini berartt bahwa nilai x selalu lebih kecil atau di bawah dari 4,
dan tidak sama atau lebih besar dari 4. Dalam garis bilangan
daerah yang di arsir merupakan nilai x yang memenubhi.

2. Sifat Pertidaksamaan
a. Definisi pertidaksamaan tidak akan berubah apabila tiap-tiap
ruas atau sisi ditambah atau dikurangi dengan bilangan nyata
yang sama. Hal ini mengakibatkan bahwa sembarang suku bisa
dipindahkan dari satu sisi ke sisi lain dalam suatu
pertidaksamaan, dengan syarat tanda suku diubah.
Contoh:
a > b, dapat diubah menjads;
at+e>b+e
a—b=0

b. Definisi sebuah pertidaksamaan tidak berubah apabila tiap sisi
dikalikan atau dibagi dengan bilangan positif yang sama.
Contoh:

a > b dan k& > 0, dapat dikalikan atau dibagi, hasilnya:

ka > kb
b

a
Kk
c. Definisi sebuah pertidaksamaan berubah apabila tiap-tiap sisi
dikalikan atau dibagi dengan bilangan negatip yang sama.
Contoh:
a > b dan k& < 0, dapat dikalikan atau dibagi, hasilnya:
ka < kb

16



<

=lQ
x|

. Jika @ > b dan 4, b, # adalah bilangan positif, maka a7 > b, tetapi
at < b
Contoh:
5> 3, maka dapat dipangkatkan, hasilnya:
53 > 33atau 125 > 27

1 1
53<33atauE5 <5
. Jika @ < b dan « dan & negatif, » positif, genap, maka a7 > 4.
Contoh:
-7 < -2, maka dapat dipangkatkan, hasilnya:
-72> -22atau 49 > 4

. Jika @ < b dan @ dan b negatif, # positif, ganjil, maka a7 > b.
Contoh:
-7 < -2, maka dapat dipangkatkan, hasilnya:

=73 < -23atau -343 < -8

. Jikaa>bdanc>d maka (@ +¢) > (b +4d)
Contoh:
-4 > -10 dan 6 > 3, maka hasilnya:

(-4 +6) > (-10 + 3) atau 2 > -7

. Jikaa > b>0dan ¢ >d >0, maka ac> bd

Contoh:

6>5>0dan 3 > 2> 0, maka hasilnya:
6)(3) > (5)(2) atau 18 > 10

Penggabungan dua pertidaksamaan.

Dua pertidaksamaan dapat digabung dengan penghubung dan
atau atau.

Dan memiliki definisi irisan pertidaksamaan I dan II harus
memenuhi keduanya.
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Contoh:
x<6danx=>3

Bentuk irisannya:

NS == =

3 6

Atan memiliki definisi irisan pertidaksamaan I dan II salah
satunya harus terpenuhi.
Contoh:
x<4ataux>7
Bentuk irisannya:

Y, Y,

3. Bentuk Pertidaksamaan
a. Pertidaksamaan linear
1) Pertidaksamaan linear satu variabel

Contoh:

a) 3x—4>5
3x>5+4
3x>9
x>3

b) 3x+6>7(x-2)
3x+6>7x-14
14+ 6>7x—3x
20 > 4x
5>x

2) Pertidaksamaan linear dua variabel
Contoh:
a) 2x+3y<6
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Padax =0 = 3y<6,makay<2
Paday=0 = 2x<6,makay<3

b) 3x+2y<6
Padax=0 = 2y<6,makay<3
Paday=0 = 3x<6,makay<2
Jika pertidaksamaan di atas di gambar dalam diagram
cartesius seperti berikut ini:

Y

Gambar 2.3. Diagram Himpunan Penyelesaian

3) Pertidaksamaan Kuadrat
Cara dalam penyelesaian pertidaksamaan kuadrat adalah:
a) Ruas kanan dinolkan
b) Ruas kirt difaktorkan
¢) Menggunakan garis bilangan
d) Cari harga nol
Contoh:
Tentukan daerah himpunan penyelesaian untuk x2 — 5x —
6<0
Penyelesaian:
x2—5x—-6<0
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X2—6x+x—-6<0
(>:2—6x) + (x—6)<0
x(x—6x) +1(x—6)<0
(x—6x)+ (x+1)<0

x—6=0 x+1=0
x1=06 x2=-1
R L L bbbt [ttt
-1 6
Jadi himpunan penyelesaiannya (HP):
-1<x<6

Untuk menentukan daerah + atau — caranya pilih salah satu
nilai dalam wilayah yang bersangkutan, kemudian
masukkan nilai ke dalam persamaan dan lihat/hitung
hasilnya. Misalnya dipilih angka 0 (nol), kemudian
masukkan ke dalam persamaan:
X¥=5x—6=0=0-0-6=-6

Jadi wilayah pada nilai 0 (nol) adalah — negatif, untuk
wilayah lainnya adalah kebalikan dari wilayah yang
berdekatan.

E. Nilai Mutlak

Nilai mutlak bilangan real x, dinyatakan dengan |x| dan
didefinisikan sebagai

Ix| _{x,]ikax =0
T l—x,Jikax <0

31 3
=51 = 5,142 =2,|-5| = $.|-V2| = VZ 101 = 0

Dalam ilmu ukur, nilai mutlak dapat dibayangkan sebagai jarak (tak
beraturan).

|x| = jarak antara x ke titik asal 0
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|x —al| = jarak antara x ke a

Perhatikan garis bilangan berikut ini:

A

EY
19
L4
W
=

1. Sifat Nilai Mutlak
a. |ab] =| ||a||b|
a a
b 3 =7
c. la+b|<lal+|b| (Ketaksamaan Segitiga)
d. la—bl|=|lal —|bl|
Bukti:

lab| = \/(ab)? = Va2b? = Ja2.\/b? = |a||b|

2. Turunan Sifat
a |x|<ae -a<x<a
b. Ix]>ae x<—-aataux>a
Contoh:
1) [Bx+4|=7
2) |x—2]=1|3—-2x]|
3 |ex+3 <1
X




Perlu diingat kembali,

va = akar kuadrat utama dari a
(akar tak negatif)
Contoh:
1) V16 # +4 tetapi V16 = 4

2) J(10)%2 =10

3) Akar kuadrat dari 5 adalah +V5

Va2 = x|

3. Turunan Sifat (lanjutan)
a. |x|? =x2
b. |x] <yl ©x?2<y?
Bukti:
a |x|? = |xllx| = |x|* = x?
b. x| < |yl = |x|lx| < |yllx| dan |x||y| <
Iyllyl = 1x|? < Ix|lyl dan |x|ly| < |y|* =
x% < y?

(Operasi pengknadratan tidak selalu mempertabankan pertidaksamaan)
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BAB III
FUNGSI DAN LIMIT

A. Fungsi
1. Definisi Fungsi

Definist :

Sebuah fungsi f adalah suatu aturan padanan yang
menghubungkan tiap objek x dalam suatu himpunan, yang
disebut daerah asal, dengan sebuah nilai tunggal f{x) dari suatu
himpunan kedua. Himpunan nilai yang diperoleh secara
demikian disebut daerah hasil fungsi. (lihat gambar di bawah).

A Function
!
" |
o
Domain Range

Untuk memberi nama fungsi dipakai sebuah huruf tunggal seperti f
(atau ). Maka f{x) dibaca “/dari x”” atau “f pada x”°, menunjukkan nilai
yang diberikan oleh fkepada x. Jadi, jika f{x) = x3 — 4.

f2)=22—4=4
fCD=(-1)°-4= -5
fla)=a®-4
fla+h)=(a+h)3—4=0a>+3a’°h+3ah?+h3 -4
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Daerah asal adalah himpunan elemen-elemen dimana fungsi itu
mendapat nilai dan daerah hasil adalah himpunan nilai-nilai yang
diperoleh secara demikian.

Pada Kalkulus dasar hanya dipelajari fungsi real, yaitu fungsi
dengan domain dan kodomain subhimpunan bilangan real. Dengan
demikian f(x) = x3—4, x €R.

Bilamana untuk sebuah fungsi daerah asalnya tidak dirinci, kita
selalu menganggap bahwa daerah asalnya adalah himpunan terbesar
bilangan real sedemikian rupa sehingga aturan fungsi ada maknanyadan
memberikan bilangan real. Ini disebut daerah asal alami. Bilangan-
bilangan yang harus diingat untuk ditiadakan dari daerah asal alami
adalah nilai-nilai yang menyebabkan munculnya pembagian dengan nol
atau akar kuadrat bilangan negatif.

Contoh :
Carilah daerah asal alami untuk f(x) = V9 — t?2
Penyelesaian :

Disini kita harus membatasi t sedemikian rupa sehingga 9 —t2 >0,
dengan tujuan menghindari akar kuadrat negatif. Ini dicapai dengan
mensyaratkan bahwa |t| < 3. Sehingga diperoleh daerah asal alami
adalah {t € R : [t| < 3}. Dalam cara penulisan selang, kita menulis
daerah asal sebagai [—3,3].

2. Grafik Fungsi

Bilamana daerah asal dan daerah hasil sebuah fungsi merupakan
himpunan bilangan real, kita dapat membayangkan fungsi itu dengan
menggambarkan grafiknya pada suatu bidang koordinat. Dan fungsi f
adalah grafik dari persamaan y = f(x).
Contoh :
Buatlah sketsa grafik fungsi y =|x? + 6x + 8| dapat dipeoleh dari
grafik fungsi y=x2, sebab y=|x? + 6x + 8| = |(x + 3)2 — 1|
Penyelesaian :
Grafik y=x2digeser ke kiri 3 satuan, lalu digeser ke bawah 1 satuan.
Selanjutnya bagian grafik yang di bawah sumbu x dicerminkan terhadap
sumbu x.
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10 -8 I3 A 2 2 1

;x'=(.\‘+3)3 -1 f?

3. Fungsi-Fungsi istimewa
a. Fungsi Genap dan Fungsi Ganyil

Jika f(-x)=f(x) utnuk semua x, maka grafik simetris
terthadap sumbu y. Fungsi yang demikian disebut fungsi genap,
barangkali karena fungsi yang menentukan f(x) sebagai jumlah
dari pangkat-pangkat genap x adalah genap.

Jika f(-x)= -f(x) untuk semua x, grafik simetris terhadap
titik asal. Fungsi yang demikian disebut fungsi ganjil. Fungsi
memberikan f(x) sebagai jumlah dari pangkat-pangkat ganjil x
adalah ganjil.

fungsi ganijil
A

//-u’/é ’ é_f'((l) ;_/(u/

a

-a a fl-a):

fungsi genap I=f(x)

b. Fungsi Implisit dan eksplisit
Fungsi eksplisit y terhadap x adalah fungsi dengan aturan y =

£(x)
Fungsi implisit jika f(x,y) = 0 dengan peubah x dan y.
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c. Fungsi Harga Mutlak

| l_{x jikax =0
=1 jikax <0

d. Fungsi Bialangan Bulat Terbesar

[x]= bilangan bulat terbesar yang lebih kecil atau sama dengan

X
Jadi, |-3,1] = [3,1] = 3,1 sedangkan
[-3,1] =-4dan [3,1] =3

4. Operasi pada Fungsi

Fungsi bukanlah bilangan, tetapi seperti halnya dua bilangan a
dan b dapat ditambahkan untuk menghasilkan sebuah bilangan baru a
+ b, demikian juga dua fungsi f dan g dapat ditambahkan untuk
menghasilkan fungsi baru f + g. Berikut penjumlahan, selisih, hasilkals,
hasilbagi, pangkat misalkan fungsi —fungsi f dan g dengan rumus-

rumus :
f&) = % g(x) =Vx
Rumus Daerah Asal

— 3 oo

F+9® =f@)+gx) =XT+‘/5 [0, 0)

— 3 .

f—9)) = f(x) —gx) ="T_\/; [0, )

— 3 .

(F. )@ = F().g(x) = = = Vx [0, )

Q) w=13-3% (0,0)

g 2Vx
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5. Komposisi Fungsi

Jika f beketja pada x untuk menghasilkan f(x) dan g kemudian
beketja pada f(x) untuk menghasilkan g(f(x)), dikatakan bahwa
mengkomposisikan g dengan f. Fungsi yang dihasilkan disebut
komposisi g dengan f, dinyatakan oleh g ° £ Jadi,

(g° ) = g(f(x)
Dengan, x adalah daerah asal f, f(x) adalah daerah asal g.

Contoh :
Bagaimana cara menentukan Dy, dan Ry, pada gambar di
bawah ini.
S
i '
' R V . RA‘
D, ) g

Penyelesaian :

Titik-titik dari Dy yang dapat dievaluasi yang dapat dievaluasi oleh
fungsi komposisi g o f adalah titik-titik yang oleh fungst f dipetakan ke
dalam Dy (mengapa?). sebut A = Ry N D, maka:

Dyoy = f1(4) dan Rger = g(4)

6. Fungsi Trigonometri

Secara lebih umum, kita mendefinisikan fungsi trigonometri
yang didasarkan pada lingkaran satuan (unit circle). Lingkaran satuan,
yang dinyatakan sebagai C, adalah lingkaran dengan jari-jari 1 dan
berpusat di titik asal, lingkaran ini memiliki persamaan x2 +y2 = 1.
Andaikan A adalah titik (1,0) dan andaikan t sebarang bilangan positif.
Maka terdapat satu tittk P(x,y) pada C sedemikian rupa sehingga
panjang busur AP, yang diukur menurut arah berlawanan dengan
putaran jarum jam dari A sepanjang lingkaran satuan sama dengan t
(lihat gambar). Ingatlah bahwa keliling sebuah lingkaran dengan jari-
jari r adalah 2mr, maka keliling C adalah 2m. Jadi, jika t = m, maka titik
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P adalah tepat setengahnya dari keliling lingkaran dari titik A, dalam hal
ini, P adalah titik (-1,0). Jika t=3m/2, maka P adalah titik (0,-1) dan jika
t =2m, maka P adalah titik A. jika t> 27, maka diperlukan lebih dari
satu putaran lengkap dari lingkaran satuan untuk menelusuri busur AP.

Ketika t < 0, kita menelusuri lingkaran dengan arah putaran
jarum jam, maka terdapat tepat satu titik P pada lingkaran C sedemikian
rupa sehingga panjang yang diukur searah putaran jarum jam dari A
adalah t. Jadi, untuk setiap biangan real t, kita dapat
menghubungkannya dengan sebuah titik khas P(x,y) pada lingkaran
satuan. Ini membolehkan kita membuat definisi kunci dari sinus dan
kosinus. Fungsi sinus dan kosinus ditulis sebagai sin dan cos, dan
bukannya dalam huruf tungga f atau g. Tanda kurung disekitar peubah
bebas biasanya dihilangkan agar tidak menimbulkan kerancuan.

Y
<R

N
N

Defenisi (Fungsi Sinus dan cosinus)

Andaikan ¢ menemukan titik P(x,y) seperti ditunjukkan di atas
maka,

Fungsi trigonometri lainnya

sint cost
tant =— cott =——
cost sint

1 1
sect =— csct =—
cost sint

Sifat-sifat penting fungsi Trigonometri :
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« 92 “ b ‘ « E
o sinz+coslzr=1, 1+ tan?z = sec?z, 1+ cot?z =csc?z
e sin(—z)=sinxr dan cos(—z)=cosz

e sin(x+y)=sinz cosy+ cosx siny
cos(z +y) = cosx cosy —sinx siny

a2 c
o sir=1-12cos(2z) dan cos’z =1+ Lcos(2z)

e sinz +siny = 2 sin(£Y) cos(L)
cos + cosy = 2 cos(=L) cos(SE)
COST — COSY = —2 .~m( L) sin(52)

7. Katalog Parsial Fungsi

Sebuah fungsi berbentuk f(x) = k, dengan k konstanta (bilangan
real) disebut fungsi konstanta. Fungsi f(x) = x disebut fungsi identitas.
Sebarang fungsi yang dapat diperoleh dari fungsi konstanta dan fungst
identitas dengan menggunakan operasi penambahan, pengurangan,
dan perkalian disebut fungsi polinomial. Sama saja dengan mengatakan
bahwa f adalah fungsi polinomial jika berbentuk f(x) = a,x™ +
Ap_1x™ 1+ -+ a;x+a, dengan koefisien-koefisien a berupa
bilangan real dan n bilangan bulat tak negatif. Jika a, # 0, maka n
adalah derajat fungsi polinom tersebut. Secara khusus, f(x) = ax + b
adalah fungsi derajat satu, atau fungsi linear dan f(x) = ax? + bx + ¢
adalah fungsi derajat dua, atau fungsi kunadrar. Hasil bagi fungsi-fungsi
polinom tersebut disebut fungsi rasional. Jadi f adalah fungsi rasional jika

n n-1,..

berbentuk f(x) = b:;m:-;:ln__ljcm—L‘ff;f:f;o' Daerah asal fungsi
rasional terdiri atas bilangan real dengan penyebut tidak nol. Dan fungsi
aljabar eksplisit adalah fungsi yang dapat diperoleh dari fungsi konstan
dan fungsi identitas melalui operasi penambahan, pengurangan,
xX+2vx

3 .
3Vx2-1

perkalian, pembagian dan penarikan akar, contohnya g(x) = "

TUGAS II1.1
1. Carilah daerah asal alami fungsi berikut :
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a. f(x) =v2x+3

1
b. f(x) =D
c. f(x)=|2u+ 3|

. Nyatakanlah apakah fungsi yang berikut genap atau ganjil
atau tidak satupun kemudian gambarkan grafiknya :

X
a. f(X) = m

b. f(x) =3x-v2

. Untuk f(x) = x + 3 dan g(x) = x2 Carilah tiap nilai dari :
a. f+9@

b. (8/H(3)

c. (gof)(-8)

d. (£g)0)

. Periksalah kebenaran kesamaan berikut

a. (1+sin z)(1-sinz) = woc%a

b. (sect—1) (sect+ 1) = tan?t
c sinu  cosu __

cscu secu
. Gambarlah grafik persamaan berikut pada [—m, 21]

a. y=sin2x

b. y=cos(x—%)
C. y=sect
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B. Limit

1. Definisi Limit
Pengertian limit secara intuisi :

Mengatakan bahwa lim L berarti bahwa bilamana x dekat tetapi
xX—=C

berlainan dari ¢. maka f(x) dekat ke 1.

Contoh:

3_
Perhatikan fungsi aljabar f(x) = ’;Til Agar fungsi f(x) terdefinisi,
nilai x dibatast yaitu x # 1. Jika batas nilai x tersebut di dekati, akan
diperoleh hasil bahwa nilai fungsi mendekati 3, seperti terlihat pada

tabel berikut:
0,99 0999 | 0,99 | 09999 1 1,0000 | 1,00 | 1,001
x 9 |9 1 01
FO) = | 29701 | 29970 | 299 | 2,9999 30000 | 3,00 | 3,030
©-1 01 7 7 3 03 | o
x—1
C g . .. x3-1
Pada kasus seperti di atas dikatakan limit f(x) = =—— untuk x

3_
mendekati 1 adalah 3, ditulis : lim *—2 = 3.
x-1 x-1

Ini dibaca “limit

x3
x—-

x-1

_11 untuk x mendekati 1 adalah 3”.

Dengan menyelesaikan limit secara aljabar (dengan demikian
mengetahui bagaimana memfaktorkan selisih pangkat 3), di peroleh :

x—-1D—-(x*+x+1)

x3-1

=Lirri(x2+x+1)=12+1+1=3

= lim
x-1

x—1

Perhatikan bahwa kita tidak mensyaratkan sesuatu agar benar
tepat di ¢. Fungsi fbahkan tidak perlu terdefinisi di ¢, juga tidak dalam

3_
contoh f(x) = :;__11 di atas. Pemikiran tentang limit dihubungkan

dengan perilaku suatu fungsi dekat ¢, bukannya di ¢.
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Teorema A (Teorema Limit Utama)
Andaikan # adalah bilangan bulat positif, £ adalah konstanta dan
fdan g adalah fungsi-fungsi yang memiliki limit di ¢.

Maka :
a. limk=k
x—c
b. limx=c

¢ ilzrrz kF () = klim £ (2)
d. lim[f(x) + g()] = lim f(x) + lim g(x)
e. Iim[f(x). g(x)] = lim £ (x). lim g (x)

lim £(x)
£ limL® ===

x-cg()  limg(x)’
2
. 2 — .
g lImlfCOP = [lim f(x)]
. n —njy: . .
h. }cl_rg Vi) = /}cl_r)ré f(x),asalkan Ll_l}}f(x) > 0 jika n genap

Bukti teorema limit utama bagian d :
Misalkan }cmé f(x) =L dan }cmé g(x) = M. Jika terdapat € > 0, maka

asalkan lim g(x) # 0
X—=C

§> 0. Karena }cmé f(x) =L, maka terdapat 8; > 0 sedemikian
sehingga 0 < |x —c|8; = |f(x) — L] < g Karena lim g(x) = M,
maka terdapat &, >0 sedemikian sehingga 0 < |x —c|d; =
lg(x) —M| <Z. Pilih § =min{8,,6,} , maka 0<|x—c| <&
menunjukkan :
lf () +9(x) —(L + M)| = |[f(x) — L] + [g(x) — M]|
< |8f(xs) — LI +|g(x) — M|
< E + E =&

Maka disimpulkan 0 < |x —c|§ = |f(x) +g(x) — (L +M)|<e
sehingga terbukti bahwa }cln} [fC)+g)] = }cm} )+ }CI_I}} g(x).
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Teorema limit utama digunakan untuk memperoleh penyelesaian limit
dari sebuah fungsi. Untuk beberapa kasus fungsi polinom atau fungsi
rasional, penyelesaian limit dapat didasarkan teorema subtitusi, yaitu :

Teorema B (Teorema Subtitusi)
Jika f suatu fungsi polinom atau fungsi rasional, maka:

lim £ (x) = £(c)

Asalkan f(c) terdefinisi. Dalam kasus fungsi rasional nilai penyebut di ¢
titik nol.
Contoh :
Mencari penyelesaian lim 7x°-10x7-13x46
x—2 3x2-6x-8

Penyelesaian :
Pada kasus fungsi rasional init nilai penyebut untuk x=2 titik nol, maka
dapat diselesatkan berdasarkan teorema B, sehingga

lim 7x5—10x*—13x+6 7(2)5-10(2)*-13(2)+6

x-2 3x2 —6x—8 B 3(2)2-6(2)-8

Teorema C (Teorema Apit)

Andaikan f, g, dan h adalah fungsi-fungsi yang memenuhi
f(x) < g(x) < h(x) untuk semua x dekat c, kecuali mungkin
dic. Jika Li_l}lf(x) = Ll_rg h(x) = L maka Li_r)r}g(x) =

Contoh:
Carilah lim 2x*
x-3
Penyelesaian :
4
lim 2x* = 2 limx* = 2[lim x| =2[3]* = 162
x-3 x-3 xX—3
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2. Limit Sepihak
Pada definisi limit fungsi di satu titik, f(x) terdefinisi pada

suatu selang buka yang memuat 4, kecuali mungkin dia sendiri. Artinya
nilai-nilai x yang dekat dengan 4, dapat kurang dari # dan dapat lebih
dari a.

Misal f(x)=v16—2x>

Fungsi di atas tidak terdefinisi dalam selang buka yang memuat -4, juga
tidak terdefinisi dalam selang buka yang memuat 4, hal ini dikarenakan

daerah definisi f(x) =v16—x> adalah [-4,4], Dengan demikian kita
dapat mengatakan llrr_l4 16— x* dan ll{)n4 16—x*. Namun
demikian f(x)=+v16—x> dapat dibuat sedekat mungkin menurut

kehendak kita ke 0, dengan memilih nilat x yang cukup dekat dengan -

4 (asalkan lebih besar -4). Dengan kata lain f(x) =v16—x> akan
mendekati 0 dengan memilih x yang dekat denga (-4) dari arah kanan.

Sehingga f(x)=116—x" mempunyai limit kanan di -4 dengan nilai
limit 0 dan ditulis im v16—x*> =L =0. Demikian juga

x—>—4*

f(x)=v16—x* dapat dibuat sedekat mungkin menurut kehendak
kita ke 0, dengan memilih nilai x yang cukup dekat dengan 4 (asalkan

lebih kecil dari 4). Dengan kata lain f(x) =v16— x* akan mendekati
0 dengan memilih x yang dekat dengan (4) dari arah kiri. Sehingga

(x) =V16 — x> mempunyai limit kiri di 4 dengan nilai limit 0 dan
puny: g

ditulis lim V16—x> =L =0
x—4"

Definisi Limit Kiri dan Limit Kanan
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Mengatakan bahwa lim f(x) = L berarti bahwa bilamana x dekat
xX=C

tetapi pada sebelah kanan ¢, maka f(x) dekatke L.
Hal yang serupa, mengatakan bahwa xlirzl_ f(x) = L berarti bahwa

bilamana x dekat tetapi pada sebelah kiri ¢, maka f(x) adalah dekat ke
L.

Teorema
limf(x) =L jika dan hanya jika lim f(x) =L dan
x-C x=cC

lim f(x) =1L
x—oct

Dengan menggunakan teorema prinsip apit dan rumus geometri
kita dapatkan teorema dasar dari limit fungsi trigonometri sebagai
berikut :

Teorema 1
sinx
=3

lim
x>0 X

Dalam membuktikan teorema di atas kita dapatkan suatu akibat yaitu
lim cosx =1

x—0
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Dengan menggunakan teorema dasar limit fungsi trigonometri dapat
dibuktikan teorema-teorema berikut:

Teorema 2
. . X
1 lim——=1 5 lim———=1
Z20ISIn X =0 gre sinx
. tanx . arctanx
2) lim =1 6) lm—— =1
x—0 5 x—0 X
: . X
3) lim =] 7) lim—— =1
x>0 tan x =0 gre tan x
. _arcsin x
4 lim— =1

Bentuk-bentuk di atas dinamakan dengan limit fungsi trigonometri.
Dengan berpandu pada teorema limit dan bentuk tak tentu. Maka
persoalan tentang limit fungsi trigonometri dapat diselesatkan.

Untuk keperluan praktis teorema tersebut dapat dikembangkan
menjadi:

]jmsinalejm ax _a
x>0 bx x>0sinbx b
.  tanax .. ax _a
x>0 bx  0tanbx b
. _sinax .. tanax a

»~>0tanbx *»~osimbx b

Seperti pada fungsi aljabar, maka pada fungsti trigonometri juga berlaku
bahwa jika f{a) terdefinisi, maka: lim f (x) = f (a)
x—a

Contoh :
L. lirr(l)(sin 2x+cosx)=sin0+cos0=0+1=1
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2. lim

sin = —cosZ
sin x—cosx 2 2 11—
T 2+

2sin z +3cos—
2 2

O_
0

N | =

x>37 28in x+3Ccosx

Berikut ini akan dibahas limit Fungsi Trigonometri bentuk tak tentu

0

. A [o's) -
yaltu. 6,_’w_w’1
o0

Limit Bentuk ( o )
1.

2.

0
. sin3x 3
»—0tand4x 4
. 2 .2 . . .
lim1 C(.)s2x=ﬁml a 2.sm x)=lim28“? x=]im2s1nx.smx=2ﬁmsm_x=g
=0 3xsinx 0 3xsinx 03xsinx =0 3xsinx 3¢ x 3
1 1 1
. . 2cos—(x+a)sin —(x—a) sin —(x—a)
Jim SRXTSNE 2 2 —lim 2cos L (x+a)
x—a x—a x—a xX—a x—>a 2 (x - a)
1 sinl(x—a)
=1lim 2cos— (x+a) im
x—a 2 x—a (x_a)
1 1
=2cos—(a+a)| —
2( a)(zj
=Ccosa
. sin(3¢) +4¢t
lim —( )
x>0 t sect
Jawab
Bentuk di atas menghasilkan 0 sehingga
0
. sin(3¢) +4¢ . sin(3¢ 4t
hm—( ) =Ilim ( )+
10 t sect =0\ tsect tsect
o sin 3t 1 . 4
=lim lim + lim
=0 f 10 gect 1o sect
=3+4
=7
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Limit Bentuk o0 — 00
Limit bentuk (00 - 00) dapat diselesaikan dengan mengubahnya ke

bentuk [ O
0
Contoh :
LT,
sin x 1—sinx Sin —Sin X
hm(secx tan x) = hm( J— i = lim
COSX COSX

_x—>% cosx =z V4
sin| ——
(%)
20051[£+x)sinl(£—x) sinl(z—x)
=lim 212 212 =]1'm2¢osl £+x _2\2 J
. z 212 .(71' )

Sin E—X

Limit Bentuk (O' oo)

Limit bentuk(O. 00) dapat diselesaikan dengan mengubahnya ke bentuk
(5)-

Contoh :

(x—1)sin =
lim (x — 1). tan 4 7o¢ = lim 2

x—1

T
cos—
2
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3. Limit Tak Hingga
Bagian ini mengamati perilaku fungsi f{x) bila x

-
LA

Perhatikan f(x) = L

1+x2

Bila x membesar terus tanpa batas dotilis x —ec, f{x) cenderung menuju
nol.

Fenomena ini mendasari konsep limit tak hingga

membesar
—————tanpa
mengecil

batas.

Tlustrast :

{
1l

;\'I
Misalkan f terdefinisi pada [c, o). ;mgo =L artinya untuk setiap € >
0, dapat dicari bilangan M sehingga x > M) = |f(x) — L| <€E.

Misalkan f terdefinisi pada (—, ¢). xlil_nco = L artinya untuk setiap €

> 0, dapat dicari bilangan M sehinggax < M = |f(x) — L| <€.
Definisi Limit tak berhingga :
a. lim f(x) = —o
xX=C

b. xllf?— f(x)= o
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C. xll,r?— f(x) = —o0
d. ;I—I»]olof(x) = —o0

e. xEIPw f(x) = —o0
f. xEIPw f(x) = —oo

Berkaitan dengan Asimtot
Jika garis x = c adalah asimtot tegak dari grafik y = f(x) jika salah satu
dari empat pernyataan berikut benar :

lim f(x) = o
x-c?t
b. lim f(x) = —o0
xX—C
c. lim f(x)=o
xX—C
d. xll,r?— f(x) =—
Jika Garis y = b adalah asimtot mendatar dari grafik y = f(x) jika :
J}ir{)lo fx)=» atau xEIPw fx)=»b

s

Contoh :
Tentukan asimtot tegak dan mendatar dari grafik y = f{x) jika
Untuk asimtot tegak,

2x
) =2
Penyelesaian :
2x . 2x
im — = o dan lim —=—-o
x—-1t x-1 x—1" x-1
Dipihak lain,
.2x . 2 . 2x
lim — = lim =2 dan lim —==2
x—»wX=1  x—o001-1/x x——00X—1

Dan juga y = 2 adalah asimtot mendatar. Grafik y = % ditunjukkan
dalam gambar

40



A !
at
57|
__________________ i______________
: T i : T T :
2 A1 2 3 4
! 2
L fO=5
4. Kekontinuan Fungsi
L B
L
/ M L
M
o /

(6 c c
fle) =+ fle) =+ fe)=-
lim f(z)=--- lim f(z)="--- lim f(z)="---
liuvn. flz)="--- lillvl' flx)="--- 1i11‘1. f(z) =

Kekontinuan di suatu titik :
Misalkan f{x) terdefinisi pada interval buka I dan ¢ € I. Fungsi f
disebut kontinu di titik ¢ jika:

fle) =lim f(x) & fc) = lim f(x) = lim f(x)

Kekontinuan Sepihak :
1) Fungsi fdisebut kontinu kiri di x = ¢bila f(¢) = lim f(x)

x-Cc™
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2) Fungsi fdisebut kontinu kiri di x = ¢bila f(c) =+lim f(x)
xX-=C
Kekontinuan pada interval :
1) Fungsi f disebut kontinu pada interval buka (4, ) bila fkontinu
disetiap titik pada (4, )
2) Fungsi fdisebut kontinu pada interval tutup [a, b] bila fkontinu
pada (4,6), kontinu kanan di ¢ dan kontinu kiri di 4.
Sifat-sifat kekontinuan :

1) Suatu polinom p(x) kontinu pada seluruh R

2) Fungsi rasional (%, p(x),dan q(x) polinom), kontinu pada
seluruh daerah definisinya

3) Fungsi f(x) = |x| kontinu di seluruh R

4) Fungsi f(x) = Vx dengan n € N kontinu diseluruh daerah
definisinya

5) Bila fdan g kontinu di titik ¢ dan k € R, maka:

kf,.f+9.f— g,fg,g dengan g(c) # 0, f™,dan ’Wkontinu dic.
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TUGAS II1.2
1. Carilah :
. 2 _
a. chgg (3x“ —2x)
NI
b. lim =2
x—4 X
. 7x5-10x*-13x+6
c lim————
x—-2  3x%2-6x-8
2. Cari setiap limit kanan dan limit kiri atau nyatakan bahwa limit itu
tidak ada

c. lim
3. Tentukanlah :

cos 2x
a. lim——
X _,% sinx—cosx

. x2%sin2x
lim ———

b.
X-T X-T
. 1 1
. sin(1-=)cos (1-2)
c. llmM
x—1 x-1

4. Sketsakan sebuah grafik fungsi yang memenuhi semua sifat berikut

1) Daerah definisinya [—2,4]

2) [-2)=f0)= D)= [3)= [H=1
3) fkontinu diseluruh Drkecuali -2, 0, 3

H lim_fG) =2 lim f(@) =2, lim f() =1
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BAB IV
TURUNAN FUNGSI

A. Pengertian Turunan
1. Pendahuluan

Berbagai aturan pencarian turunan atau aturan diferensial
dirumuskan dalam teorema yang dibuktikan kebenarannya dan
dijabarkan dalam buku-buku kalkulus, seperti sifat-sifat atau aturan
pangkat, aturan perkalian dan aturan pembagaian (Sari, 2018). Begitu
pula pada buku ini. Fungsi dengan suku-suku yang dipangkatkan
dengan pangkat yang sangat besar tidak bisa diselesiakn dengan aturan-
aturan pencarian turunan biasa, namun perlu menerapkan dalil aturan
rantai, dengan demikian akan dibahas pula aturan rantai pada bab ini.
Kalkulus adalah cabang ilmu matematika yang mencakup topik-topik
kecepatan, akselerasi, dan optimasi. Konsep turunan berasal dari
pemikiran tentang kemiringan garis singgung dan kecepatan sesaat
(Hasanah, 2019). Oleh karena itu sebelum mengkaji pengertian
turunan, terlebih dahulu dibahas dua masalah berbeda namun
sesungguhnya masih dalam satu tema yang sam tentang turunan yaitu
garis singgung dan kecepatan sesaat.

2. Garis Singgung

Andaikan kurva tersebut adalah grafik dari persamaan y = f{x).
Maka P mempunyai koordinat (¢, f¢)), tittk O didekatnya mempunyai
koordinat (¢ + A, fic + A)) dan tali busur yang melalut P dan Q
mempunyai kemiringan 7. (Purcell dan Varberg, 1987).
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y=Afx

Ay Talibusur
fx0) 9o (cth. f (c+h))
~ Garis
singgung
A flc+h)-f(c)

Rey

v

A

_flc+h)—f(c)
Msec = h

Gambar 4.1.

Oleh karena itu, garis singgung tersebut (jika tidak tegak lurus) adalah
garis yang melalui P dengan kemiringan mu, yang memenuhi :

fle+h) —f()
h

Mign = }ll_rf}) Mgec = }ll_r)%

Contoh
Cari kemiringan garis singgung kurva y = f(x) = x2 pada x = 2.

Penyelesaian
Y { Gl Ol (O
tan — h=0 h
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. fQ+h)-f(2)

= lim
h-0 hz )
— 1lim f(2+h)?-2
h-0 h
 4+4+4h+h%2-22
= lim
h-0 h
~ 4h + h?
= lim
h-0
_ h(4+h)
T n
=lim4 =4
h—-0

3. Kecepatan Sesaat

Misalkan benda bergerak sepanjang garis koordinat sehingga
posisinya setiap saat diberikan oleh s = f{§). Pada saat # = ¢benda berada
di f{¢) dan pada saat berada di ¢ + h, benda berada di f¢c+4).

¢ T Ao
c+h
- f(c+h)

Gambar 4.2.

Sehingga kecepatan rata-rata pada selang waktu [¢, ¢+4] adalah:

_fle+h)-f(©

Vrata-rata = h

Jika h — 0, diperoleh kecepatan sesaat di x = ¢
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v = limv = lim fletm = f(9)
- h—>0 rata-rata — h>0 h

Contoh

Hitunglah kecepatan sesaat dari sebuah benda jatuh beranjak dari posisi
diam pada t = 3,8 detik dan pada t = 5,4 detik, dengan fungsi waktu
yang diberikan adalah f{7) = 162

Penyelesaian

Dihitung kecepatan pada 7 = ¢ detik tetlebih dahulu

fle+h)—f()

v = lim
h-0
. 16(c+h)?-16c?
= lim 16(c+h)*—16c*
h-0 h
. 16c?+32ch+16h%—16c>
= lim
h-0 h
. 32ch+16h?
= lim——
h-0 h
. h(32c+16h
= Jim 2B32c*16M)
h-0 h

= lim(3c + 16h) = 3¢
h-0

Dengan demikian kecepatan pada saat 3,8 detik adalah 32(3,8) = 121,6
meter/detik, dan pada saat 5,4 detik adalah 32(5,4) = 172,8.

4. Definisi Turunan

Garis singgung dan kecepatan sesaat adalah manifestasi dari
pemikiran yang sama yang mengilhami konsep turunan. Berikut adalah
definisi turunan (derivatif):

Definisi 4.1.

Turunan fungsi fadalah fungsi lain f' (dibaca “f aksen™) yang
nilainya sebarang pada bilangan c :

fle+h)—f()
h

f'(e) = lim

asalkan limit 1n1 ada.
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Dengan melihat syarat pada definisi tersebut, maka suatu fungsi
fdapat diturunkan (didiferensialkan) jika limit fada. Berikut disajikan
beberapa contoh penyelesaian turunan menggunakan definisi turunan

fungsi melibatkan limit hasil bagi dan selisih (Sagala, 2017). Dalam
buku ini notasi turunan fungsi selain menggunakan tanda aksen, juga
menggunkan simbol D, yang merupakan kepanjangan dari derivatif.

Contoh

Carilah nilai turunan dari fdengan menggunakan definisi
a. Jika fx) = 10x—5, cari f'(4)

b. Jika fx) = x 3+ 5x, cari f'(c)

Penyelesiaian
a. f'(4) = lim fUrh)—f4) _ lim [10(4+h)—5)]-[10(4)-5]
h-0 h—0 h
= lim BOHIOR=SITH0-5] _ 1y 290 110 = 10
h—»Of( B f?) h—-0 h h-0
, s c+h)-f(c
b £(e) = Jim KRS
= |jp =1 @
h-0 h
= lim (c+h)3+5(c+h)-f(c3+5¢)
h—>0( 2 n 2) 3
s c+h)(c*+2ch+h*)+5c+5h—c°-5c)
= n
= lim c3+2c2h+ch?+ch?+c2h+2ch?+h3+5c+5h—c3-5¢)
" h-0 h
_ 3c2h+3ch?+h3+5h
h—0 h
—\lim h(3c%+3ch+h2+5)
h—0 h
= ’1111%3c2 +3ch+h?+5
=3c2+5

Misalkan x = ¢, maka definisi turunan fungsi di atas (definisi 4.1.) dapat
dituliskan menjadi:
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fx+h)-f®)
h

f'(x) = lim

Contoh
Carilah turunan fungsi berikut menggunakan definisi
2. fl)=x2-5x-06

b [ =1

Penyelesaian
a. fl)=x2-5x-06
' _ qi fx+h)=f(x)
f(x)_}ll_rg( )zh( ) 2
_ s [(x+h)“=5(x+h)—6]—-(x“—5x—6)
= n
— lim x%4+2xh+h?-5x—5h—6-x%+5x+6)
h-0 h
= i 2XHh2-sh
- h—-0 h
— i "2x*+h=9)
h—-0 h
= AirgZx +h-5
=2x-5

b. =1
) =

1 1

lim LEE=IC) _ iy zehx
h-0 h h—0
_ [x—(x+h) l]
T hSol (x+h)x "R

-h l]
(x+h)x " h
-1 1

(x+h)x x2

= lim
h-0

= lim
h-0

Jadi turunan yang diberikan adalah f'(x) = -1

x?
asalnya adalah bilangan riil kecuali x = 0

dengan daearah
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B. Turunan Fungsi Konstan, Fungsi Pangkat, dan Fungsi
Identitas
1. Turunan Fungsi Konstan
Fungsi konstan fx) = 4 tidak memiliki kemiringan atau
kemringannya sama dengan nol karena grafiknya berupa garis
horisontal, yaitu garis yang sejajar dengan sumbu x. (Gambar 4.3).

y
(x, k) (x.+ h, k)

x x+h

Gambar 4.3

Teorema A
Jika f{x) = & dengan £ suatu konstanta, maka untuk sebarang

xf'(x)=0

Untuk membuktikan kebenaran teorema A, akan dibuktikan
dengan menggunakan definisi turunan sebagai berikut:

fx+h)—f(x) k-k _ —
f'x)= 11m o = ’11_13(1) h }ll_rgO
0......... (terbuku)
Contoh

Tentukan turunan dari fx) = 10

Penyelesaian
fx) =10
_ f(x+h)—=f(x) — 10-10 —
f'(x) = lm—h ’ll_)0 h ’lll_rgO 0
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2. Turunan Fungsi Identitas

Grafik fx) = x (Gambar 4.4) merupakan sebuah garis yang
melalui titik asal dengan kemiringannya adalah. Dari sini kita bisa
berasumsi bahwa kemiringan dari funsi ini adalah 1 untuk semua x.

X
Gambar 4.4.
Teorema B
Jika fix) = x, maka f'(x) =1
Bukti teorema B
f(X+h) £f(x) . X+h-x . _h .
fx) = m—— —— = ’111_13(1) = ’lll_rg PR (Terbukti)

3. Turunan fungsi pangkat

Teorema C

Jika f(x) = x", dengan n biangan bulat positif maka f'(x) =
nx1

Untuk membuktikan kebenaran teorema B, akan dibuktikan
dengan menggunakan definisi turunan sebagai berikut:

f(x+h) f(x) _ (x+h)t—x™
X = = lim———
f'x) = o lim =——
. x"+nx”‘1h+n(n Dyn=2p24...4nxh™ 1 4hM—x"
= lim
h-0 h
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n(n 1)

. hx™ 4+ 4+=——x""Zh+-+nxh""24+h"1)
= im n
= hmnx”‘1 + +n(n2 Dyn=2p 4 ... 4 nxh™2 4 pn-1
= hmnx” 1
h-0
Contoh
) =2 —>f'(x) = 5x571
f'(x) = 5x*
) =5 —>f"(x) =7x"1
f'(x) =7x°

C. Sifat-Sifat Turunan Fungsi

Proses menemukan turuna suatu fungsi langsung menggunakan
definisi turunan terasa menjemukan dan akan memakan waktu yanng
lama karena prosesnya yang panjang. Sifat-sifat turunan fungsi ini
memperpendek proses yang panajang tersebut.

Misalkan u = u(x), v = v(x), danu’ = u'(x), v’ = v'(x), maka
berlaku sifat-sifat turunan sebagai berikut.
) fX)=u+v maka f'(x)=u"+7

@ fE)=u—v mkaf'(x)=u"—7

@) f(x) =u.v maka f'(x) =u'v+uv
) O =% maka /() =

Mari kita buktikan kebenarn dart masing-masing sifat turunan fungsi di
atas menggunakan definisi turunan fungsi.
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Bukti sifat (i)

Misalkan f{x) = #(x) + »(x), maka

f, — ’llm}) [u(x+h)+v(x+l;l)]—[u(x)+v(x)]

— in‘(l) [u(x+h)—u(x)-;-lv(x+h)]—v(x)]

=lim [u(x+h)—u(x) + v(x+h)—v(x)]
h-0 h

=1im u(x+h)-u(x) + lim v(x+h)-v(x)
h—0 h h—0 h

=u'(x) +v'(x)

=u' + v ... (Terbukt)

Contoh
Tentukan rumus turunan fungsi fx) = 2x2 + 5x
Penyelesaian
Misalkan # = 2>2 —>u' = 4x

»=5x—> v'=5
f)=u+tv—> f'=u'+V
) =22 +5x —>f'(x) =4x+5

Bukti sifat (ii)

Misalkan f{x) = #(x) - »(x), maka

') =v'(x) + (D' (x)]
=u'(x)+ (DY)
=u'(x) —v'(x)
=u' —v' ... (Terbukti)

Contoh

Cari turunan dari f{x) = x®—6

Penyelesaian

Misalkan # = x> —> u’ = 3x?
v=6 —>v'=0

f)=u—v—>f'x)=u"—7

S) =23 — 6 —>f"(x) = 3x2

53



Bukti sifat (iii)
Misalkan f(x) #(x).[(x), maka

f (x+h)-f(x)
f(x) = lim =——==

_ li u(x+h).v(x+h)—u(x).g(x)

h-0

= lim
h—-0

= hm [u(x +h)

h
u(x+h).v(x+h)—u(x+h).v(x)+u(x+h)v(x)—u(x)v(x)

v(x+h) v(x) +v (x).u(x+h’:—u(x)]
= ’111_13(1)u(x + h). ’111_1}(1) o + v(x). }11_13(1)
= u(x)v'(x) + v(x)u'(x) .....(Terbukti)

h

Contoh

Carilah turunan dari f{x) = (2x2 — 5)(3x* — x)

Penyelesaian

S) = (2x2=5)(3x* — x)

Misal: #=2x2-5 u' =2x
v=3x4—x v =12x3-1

f1(x) = u)v' (x) + u' (x)v(x)
= (2x2 — 5)(12x3 — 1) + 2x(3x* — %)
= 2455 — 252 — 6053 + 5 + 635 — 2x2
= 3055 — 60x> — 4x2 + 5

D. Turunan Sinus dan Cosinus

u(x+h)—u(x)

Berikut adalah teorema penting pada turunan fungsi

trigonometri yaitu turunan fungsi sinus dan cosinus.

Teorema E

Fungsi-fungsi f{x) = sin x dan g(x) = cos (x) keduanya dapat
didiferensialkan, yaitu

D(sin x) = cos x dan D(cos x) = — sin x

Bukti Teorema E

. . sin(x+h)-sinx
D(sinx) = Jjm SRt -sinx
h-0 h
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sin x cos h+cos x sin h—sin x

= lim
n-0 " h h
. . 1-cos sin
=lim (— sinx——+cos x—, )
h—0
1-cos sinh

= (—sinx) [’llim ] + (cosx) [llm

1-cosh sinh
= (0 dan 11m —=1
-0 h

Dt sini akan membuktikan bahwa }llrr(l)

Jadi, D(sin x) = (—sinx).0 + (cos x).1 = cosx

Sama halnya dengan
D(sin x) = lim cos(x+h)—cosx
h-0

h
cos x cos h —sin x sin h —cos x

= lim
h—0 h
. 1-cosh , sinh
=lim (— cosx— — —sinx—, )
h—0
= (—cos x).0 — (sinx).1
= —sinx
Contoh
Cari D(3 sin x— 2 cos x)
Penyelesaian

D(3 sin x—2 cos x) = 3 D(stn x) — 2 D (cos x)
=3cosx+ 2sinx

E. Aturan Rantai

Ketika kita menemukan fungsi pangkat semisal fx) = (2x2 —
+ 1)60 maka sifat-sifat turunan tidak memungkinkan lagi menyelesaikan
masalah ini karena kita harus mengalikan sebanyak 60 kali faktor-faktor
kuadrat 2x2 — 4x + 1. Untungnya kita memiliki teorema aturan rantai
yang dapat mempermudah menyelesatkan soal ini. Berikut disajikan
teorema aturan rantai:
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Teorema Aturan Rantai
Andaikan y = f{#) dan # = g(x) menentukan fungsi komposit y =
fle(x)), maka f o g terdiferensialkan di x dan

(fog)'(x) = f'(g(x))g'(x)

Dy =D,y Du

Yaitu

Tlustrasi sederhana dari penggunaan aturan rantai dapat digambarkan
sebagai berikut:

= fl#) dan # = g(x)

|

y’= Turunan f{#) X turunan g(x)

Contoh

Jika y = (2x2 — 4x + 1)%, carilah D,y
Penyelesaian

Misalkan # = 2x2 — 4x + 1, maka y = #9,
Dy = Dy D.u

= 60#°(4x — 4)
Substitusi # = 2x2 —4x + 1
Jadi, Dy = 60(2x2 — 4x + 1) (4x—4)

Contoh
3

2
Hitunglah y'(3) jika y = (£5)
Penyelesaian
. x2+1
Misalkan © = —— maka y = #°

x+2’ 5
’ _ 2 y _ X“+4x-1
y'(u) =3u®danu’ = a2
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2
r_ 2 (x +4x—1)
y =3u ( (x+2)2
x%+1
x+2’

v =30 (65
ro=5(2) ()=
Aturan Rantai Bersusun

Andaikan y = f(u) dan u = g(v) dan v = h(x)
Maka

Substitusi U =

D,y = D,yD,uD,v

Contoh:
Cari D, [sin®(4x)]
Penyelesaian
Misalkan y = u3 dan # = sin », dan » = 4x
Maka :
D,y =D,y.D,u.D,v
= 3ud.cosv.4
= 3 sin%(4x).cos(4x).4
= 12sin?(4x)cos (4x)

Dalam operasi aturan rantai ini, kita lakukan pencarian turunan dari
yang paling kanan atau yang ada dalam kurung yang paling dalam
terlebih dahulu, lalu ke kikiri sampai semuanya didapat tuurunannya.

F. Rangkuman
Berikut adalah rangkuman dari Bab IV dari buku ini:
1. Turunan (Derivatif) fungsi / didefinisikan sebagai

' _ s fOHR)=f(x)
£ = lim =——=

2. Turunan fungsi konstanta f{x) = 4, adalah f'(x) = 0

3. Turunan fungsi pangkat f{x) = ax, adalah f'(x) = ax™!
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4,
5.

6.

Turunan fungsi identitas f{x) = x, adalah f'(x) =1
sifat-sifat turunan fungsi adalah sebaga berikut.
fX)=u+v maka f'(x) =u' +7'
fX)=u—v maka f'(x) =u' — 7'
f(x)=u.v makaf'(x) =u'v+u

u'v—uwr

f@) =% maka f'(x) = ==

Turunan dari f(x) = sin x adalah f'(x) = cosx dan turunan

dari f(x) = cos x adalah

7.

f'(x) = —sinx
Aturan rantai dirumuskan sebagai Dy = D,y D.# dan aturan

rantai bersusunnya

dirumuskan sebagai D,y = D, yD,uD,v.

G. Latihan Soal
Untuk menguji kemampuan, kerjakanlah latihan soal-soal berikut

nii.
1.

2.

Cari kemiringan garis singgung pada kurva y = x2 — 3x + 2 di

titik-titik dengan x = —2; 1,5; 2,5

17 Suatu kultur bakteri tertentu berkembang sehingga

. 1,9 .

mempunyai massa sebesar Jto+ 1 gram setelah 7 jam.

a. Berapakah banyaknya kultur ini berkembang selama
selang 2 < t < 2,01

b. Berapa laju perkembangan rata-rata selama selang 2 <
t2,01?

c. Berapa laju perkembangan pada 7= 2?

Gunakan definisi f'(c) = kﬂw untuk mencari

turunan berikut:
a. f'(jika f(x) =x2—x
b. f'(—1)jika f(x) = x3 + 2x2

h

Gunakan definisi ’llin‘(l) untuk mencari turunan di
-

x berikut:
a. f(x)=5x—-4
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7.

b. f(x)=8x*-1
¢ fx)=ax*+bx+c
d f(x)=x3-2x
e g =2
. gl = x2+1
o g = 2x-1
Diketahui f terd1ferensialkan dan f'(x) = m. Tentukan
f'(—x¢)bila:
a. fadalah fungsi ganjil
b. fadalah fungsi genap
Dengan menggunakan sifat-sifat turunan, cari turunan dari
fungst berikut:
a. y=2x3
b. y=mnx?
c. y=+2x°
d y=-3x73
3

c. y= ﬁ
£ y=—-x*+3x?2—-6x+1
g y= 3x(x3 - 1)
h. y—(x +2)(x3 +1)
i =@x2+17)(x3*-3x+1)
. _2x-1
J - x-1

2x2-1
k y= 3x+5
Jika £f(0) = 4, f'(0) = —1,9(0) = —3 dan g'(0) = 5, cart:
a (£.9)'(0)
b. (f+9)'(0)
« &
Seekor lalat merayap dari kiri ke kanan di sepanjang puncak

kurva y = 7 — x2. Seekor laba-laba menungguunya pada titik
(4,0). Tentukan jarak antara kedua serangga itu pada saat
mereka pertama kali saling melihat.
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9. Carilah Dyy dari fungsi-fungsi berikut:
a. y=(2-9x)%
b. y=sin3x

c. y=cos’x

x%-1
d y= (2x+5)
10. Guakan aturan rantai bersusun untuk mencari turunan
berikut:
a. Dy[sin*(x? + 3x)]
b. D,[sin3(cost)]

6
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BABV
PENGGUNAAN TURUNAN FUNGSI

A. Turunan Fungsi Invers

Pada bagian ini akan di bahas tentang hubungan turunan suatu
fungsi dengan inversnya, jika fungsi yang bersangkutan mempunyai
invers. Pada bagian ini pembahasan hanya dibatasi pada fungsi kontinu
yang monoton murni.

Teorema 4.1:
Andaikan f terdeferensialkan dan monoton murni
(monoton tegas) pada selang I Jika f'(x) # 0di suatu x

tertentu dalam I. Maka f_l terdeferensiasikan di titik
yang berpadanan y = f{x) dalam daerah hasil / dan

vy o L
(f )(y)—f,(x)

Untuk lebith mudah memahami terorema. Perhatikan Gambar

1 Kita anggap,

0 =g

Garis singgung fungsi f(x) di
a adalah turunan pertama di
a yaitu fY(a). Garis singgung
fungsi g(x) di b yaitu g'(h)

Y

Gambar 4.1. Turunan finvers.
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Menurut definisi invers. Jika fx) = y, maka f () =2x. Dengan

melakukan subtitusi kita akan dapatkan f Tfx)=x. Selanjutnya
dilakukan diferensisasi, diperoleh :

-
(F Y@@ =1

D)=L
W=7
1

f'x)

Yang ekivalen dengan ( f - )'(y) =

Bukti teorema
Andaikan f terdeferensiasikan dan monoton murni (monoton

tegas) pada selang I Jika f'(x) # Odisuatu x tententu dalam I. Maka
f_1 terdiferensiasikan di tittk yang berpadanan y = f{x) dalam daerah

hasil fdan
1)) = 1
(r)6) e
Menurut definist limit
PO
x—a x a
Akan dibuktikan

(f - )'(y ) = fT , dengan definist limit diperoleh

a) )= (@)
=lim
(f )(f(a)) xoa f(x)—f(a)
Karena f_l (f(x))=x dan f_l (f(a)) = a, maka kita bisa

menuliskan menjadi
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N\ —fm X%
(f ) (f(a)) x—>a f(x)—f(a)

Karena f kontinu dan monoton murni, sehingga f(x)# f(a)
sehingga f(x)— f(a) #0. Sehingga bisa dilanjutkan dan dituliskan

menjadi

-1} 1
=5

x—a X—a
dengan ini kita peroleh

(£ ()= ——
W=+

Dimana f{x) = y, kita peroleh

(f“ )'(y)=;, Terbukti

[
Contoh 1 :
Carilah ( £ )'(6) jika diketahui f(x)=~v7x+3
Jawab :
Kita akan mencari nilai x yang berpadanan dengan y = 6
f(x)=+7x+3
y=+7x+3
6=v7x+3

36=7x+3<—)7x=36—3=33<—>x=37—3

Kemudian kita cari f '(x)

f(x)=+7x+3

oo T
f (x)_2\/7x+3
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7

R
2 /7(§)+3

7

7

vﬁ - '
f (7) 2+/33+3
3By 1T T _ 7
AT 2436 2(6) 12
. . AW 1
Kita selesatkan menggunakan teorema ( f ) (y) = IS
), 1
(F)6)=—%5
f (7)
) 1
(f )(6)=7

B. Turunan Fungsi Implisit
Misalkan sebuah fungsi dinyatakan dalam persamaan y=f{x),
maka fungsi ini selalu dapat dinyatakan dalam bentuk F(x,5)=0, dimana
Fxp)=y - f{x) atau F(x,y)=f(x) — y. Sebaliknya, jika diberikan sebuah
fungsi dalam bentuk F(x,y)=0, dengan diketahut y fungsi dari x; ternyata
tidak selalu dapat dinyatakan dalam bentuk y = f{). Perhatikan ilustrast
berikut :
a y=flx)J=2F—x+3
b. F(xy)=x? + 2)- 3x% - 4x)?- y
Tampak bahwa bentuk (a) dapat dinyatakan dalam bentuk
F(xp)= 0 yaitu F(x,y)= 2x? — x + 3- y=0. Sedangkan bentuk (b) tidak
dapat dinyatakan dalam bentuk y = f(x) secara eksplisit.
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Fungsi yang dapat dinyatakan sebagai y = f{x) disebut “fungsi
eksplisit” dan fungsi yang terkandung dalam bentuk F(x,y)= 0 disebut
“fungsi implisit”. Setiap bentuk fungsi eksplisit merupakan bagian dari
fungsi implisit, tetapi tidak sebaliknya. Secara geometri, grafik fungsi
eksplisit merupakan bagian dari grafik fungsi implisitnya.

Perhatikan persamaan x?+)?2 = 4 yang merupakan persamaan
lingkaran berpusat di O dan berjari-jari 2. Bentuk persamaan x? + y? =
4 dapat dinyatakan dalam beberapa bentuk eksplisit dengan batasan-
batasan tertentu; yaitu

f(x)=\/4—x2;xe[—2,2] L'A

Atau P 3 T
-2 o
g(x):—\/4—x2;xe[—2,2] \j
v
20 2

k4
Gambar 4.2. grafik f{x) dan g(x)

Persamaan bentuk x?+y2=4 jika dan hanya jika x2+y2- 4=0 adalah
bentuk fungsi dari F(x,y) =0, dimana F(x,y)= x?+y*- 4

Dari gambar 4.2, mudah ditunjukkan bahwa fdan g kontinu pada
selang [-2,2] dan dapat diturunkan pada selang [-2,2].

Perhatikan persamaan 4x?y — 3)— x’+7=0 ini mendefinisikan
secara implisit banyaknya fungsi dari x, akan tetapi kita tidak mungkin
menyatakan y dengan x atau y =f{x). Selanjutnya kita pusatkan perhatian
bagaimana menentukan turunan fungsi dalam bentuk implisit.

Contoh 2:
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Tentukan ? dari bentuk implisit berikut :
X

a. X +y' =4

b. 4x’y—-3y=x"-1

c. ysin(x*)=y*—xy

Jawab :

a. X +y'=4, a1 setiap suku pada tiap ruas diturunkan
terhadap x;, yaitu :

()« 2 (7)-2-4)

dx dx dx
iy P g P __2x_ X0
dx dx 2y y

Cara 2, kita tentukan dahulu fungsinya dalam bentuk eksplisit,
kemudian kita turunkan. Dalam hal ini kita memiliki:

y=f(x)=v4—x"atau y=g(x) =—4—x*

Sehingga :
—2x -2x
(¥)=——— '(x) = —
e 2~/4 X’ 8 (2 4—x2)
)= Vo X
e
f'(x)=7 g'(x)=—"=

y
_Ji_.2
Karena y=v4—x Karena y=— [4_ 32

b. Dengan menggunakan cara 1, yaitu menurunkan setiap suku
pada tiap ruas. Setelah memakai aturan hasil kali pada suku
pertama, diperoleh :
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4x* ? + y.8x—3% =3x°
X X

ol (4x2 —3)= 3x* —8xy

dx
Q _ 3x° —8xy
dx 4x*-3

¢ ysin)=y—xy, 2= —(y+22° cos®)
dx  3y’sin(x’)=2y+x

(Tunjukkan)

C. Turunan Tingkat Tinggi

Operasi pendeferensialan dengan mengambil sebuah fungsi f
dan menghasilkan fungsi baru /% Jika f ‘ sekarang dideferensialkan,
masih menghasilkan fungsi lain, dinyatakan oleh f “ (baca “f dua aksen
% dan disebut turunan kedua dari fdan seterusnya jika diturunkan lagi
menghasilkan f, yang disebut dengan turunan ketiga dan seterusnya.
(Purcell & Varberg, 1987)

Sebagai contoh, andaikan

fx)=x*+4x -2x* +x+2

Maka

f'(x)=4x* +12x* —4x+1

f'(x)=12x* +24x—4

f'(x)=24x+24

f e (x) - 24

fPmw=0

Berdasarkan contoh di atas terlihat bahwa semua turunan
tingkat tinggi yang lebih tinggi akan menghasilkan nol.

Selanjutnya akan diperkenalkan cara menulis notast turunan
pertama dart y = f{x), yaitu :
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' dy
f'® Dy —

Masing-masing disebut sebagai notasi aksen, notasi d, dan notas
Leibnig. Perhatikan cara penulisan (notasi) untuk turunan dari y = f{x).

Turunan Notast
Aksen D Leibniz
Pertama f(x) D y Q
dx
2
Kedua ) D%y d_f
dx
3
Ketiga /6 Dly ay
dx
4
Keempat ) Dly d_z’
dx
5
Kelima f(x) Dy a’y
dx’
6
Keenam Sox) Df y Q
dx®
K ) " d”
e-n S(x) D’y -
dx
Contoh 1:

d4y‘d6y d14y
4° ;6 dan 14
dx” dx dx

Diketahui y = sin 4x . Tentukan

Jawab :
@ =4cosdx
dx
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F = —42 sin 4x
X
3
% =—4°cosdx
X
d4y
F =44 sin 4x
X
’y
F:45 cosdx
X
6
%:—46 sin 4x
X
14
Z’ 131 =—4"gin4x
X

Kecepatan dan percepatan
Untuk memahami pengertian kecepatan dalam pembahasan ini,
diberikan contoh dalam memahaminya.
Contoh 2:
Sebuah benda bergerak sepanjang garis koordinat sehingga posisi s-nya

memenuhi persamaan, §=23t"—10t+6, dengan s diukur dalam
sentimeter dan 7 dalam detik. Tentukan kecepatan benda bilamana ¢ =2
dan 7 =6. Kapan kecepatannya 02 Kapan kecepatannya positif?

Jawab :

Jika kita memakai lambang #(?) untuk kecepatan pada saat #, maka
diperoleh :

ds
v(it)=—=6t-10
@) ”

Jadi
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v(2) =§ =6.2-10=12-10=2 cm/detik

v(6) = % =6.6—-10=36-10=26 cm/detik

Kecepatan benda adalah 0 ketika 6¢ —10 =0, yaitu pada saat t
= 5/3 detik. Kecepatan positif jika 6f —10 > Qatau pada saat t > 5/3
detik.

Sekarang kita ingin memberikan tafsiran mengenai turunan
2

kedua ? yang merupakan turunan pertama dari kecepatan. Jadi
t

untuk mengukur laju perubahan kecepatan terhadap waktu dinamakan
percepatan yang dinyatakan oleh 4. Maka percepatan 4 ditulis menjadi

dv d’s
a=—= —
dt dt
Contoh 3:
Perhatikan soal contoh 2, s =3t* =10t + 6 . Jadi,
v= ds _ 6t —-10
dt
2
a= ﬂ = d—: = 6
dt dt

Ini artinya kecepatan akan bertambah dengan tingkat yang tetap
sebesar 6 cm/detik setiap detik.

D. Turunan Fungsi Aljabar dan Fungsi Transenden
1. Turunan Fungsi Aljabar
Fungsi Real secara umum dibagi menjadi dua bagian, yaitu :
a. Fungst aljabar (polinom, rasional, akar, harga mutlak)
b. Fungsi transenden, yaitu fungsi yang bukan fungsi aljabar
seperti fungsi logaritma asli, fungsi trigonometri, fungsi
eksponen, fungsi hiperbolik, dsb:
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Pengertian dari turunan fungst y =f{x)
a. Laju rata-rata perubahan fungsi dalam interval antara x=a dan

x = a + h adalah :

& _farh-f@ _farh-f@ oo
Ax a+h—-a h

di dalam domain f{x)

b. Laju sesaat perubahan f{x) pada x = 4 atau limit dari laju rata-

rata perubahan fungsi antara x = 4 dan x = 4 + b saat A

mendekati 0 adalah :
lim Ly _y fla+h)=j(@) disebut dengan turunan f{x)
h—o Ax h—o h

pada x=a
Sehingga turunan fungsi f(x) pada sembarang titik x adalah:
i f@+h— ()
h—o h

c. Sebuah fungsi dikatakan dapat didiferensiasikan) pada x=a jika
turunan fungsi itu ada (terdefinisi) pada titik tersebut.

Contoh:

Dengan menggunakan definisi turunan, tentukan turunan dari fungsi
fx)=2x.

Jawab :

. (x+h)—f(a)
feg i LEEDZS
— lim 2(x+h)—2x —im 2x+2h—-2x =1im%= m2=2
h—o h h—o h h—o h h—o

Aturan-aturan dari turunan (turunan rumus-rumus)
Jika U dan V adalah fungsi dalam x, sedangkan k dan n adalah
konstanta, maka turunan dapat didefinisikan sebagai berikut :

. y=fx)=k— f'(x)=0
2. y=f=kx—> f'(0)=k

3. y=f(x)=x"> f'(x)=nx""
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4. y=f(x)=k" - f'(x)=knx""
y=fx)=UxV > f'(x)=UtV"
y=f(x)=U"—> f'(x)=nU""'U'

U
7. = =JU - f'(x)=——
y=fx=v ') i

8. y=f(x)=%—)f'(x)=UVV_2UV dengan syarat

V#0

Contoh:
Tentukan f'(x) dari fungsi /di bawah ini :
fx)= (3x—x2 +1)5

F=(x-1Wx*=2x+2

2x-5
f®o=575

A f)=+2x+2Jx
Jawab :
a. f(x)=(3x—x2+l)5
fx)=U" > f'(x)=nU"U’
Misal: U =3x—x>+1->U'=3-2x
f=U"=Bx-x*+1J > f'(x)=nU"'U"
1@ =5Bx—x+1]" (3-2x)=(15-10x)3x - x2+1)}
b. f(x)=(x—1 x*=2x+2
Jawab :
f)=UV > f'(x)=U0'V+UV'
Misal :
U=x-1-U'=1

®

&

o

72



V=ix’—2x+2 5V'= (2x-2) _ x—1

WX —2x+2  x?—2x+2

Jadi,
[ 2 -1
) =1Wx*-2x+2 x—J
( ) e {\/xz—2x+2
£ = (x2 —2x+2)+(x—1)2 _ x*=2x+2+x*-2x+1
Vx2—2x+2 Va2 =2x+42

—2x+2+x% —2x+1 2x? —4x+3

'()—

2x-5
A
Jawab :
f(x)———>f( )_UVV—UV
Misal :

V=2x"+15V'=4x
Jadi

Fi = N 1) (2x-5Kax)
(2x2 + 1)2
4x* +2-8x* +20x
(2x2 + 1)2
—4x* +20x+2
(2x2 + 1)2

A f(x)=v2x+2Jx

f'(x)=

f'x)=
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Jawab :

f,(x)=2+ 11,1
W2x  22dx  2x  adx

2. Turunan Fungsi Transenden
a. Fungsi logaritma Asli
Definisi
Fungsi logaritma asli dinotasikan dengan
f(x)=log, x=In x, didefinisikan oleh :
Inx= J‘i, x>0
dt

1

b. Turunan fungsi logaritma asli

Dxmx=ijldt=l
"t X

Misal # = g(x)

Dxlnu=Du1nquu=leu
u

Contoh :
Tentukan turunan di bawah ini:

1. D.Inx

2. D, In(x*+1)
Jawab :

1
1. Misalkanu = \/; <:>Dxu=_
2Vx

Dxln\/;=Dx]nu=leu=

1 1
u Vx 2x

1
2x
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2. Misalkan u = (x2 +1)2 < Du= 2.2x(x2 +l)

D, n(x* +1f =D, hu="Du

u
1 4x
= mAx(xz +1): a1
. Fungsi Eksponen

Definisi
Eksponen dari x ditulis ¢¥ didefinisikan oleh

e=yeohy=x
Sifat-sifat fungsi eksponen

1. e =e"e’
ea
2. T ==
eb
Turunan fungsi eksponen
De* =e"
Misal u = g(x)
De*=De“Du=e"Du
y=e'
Iny=Ine"
Iny=xlhe
Iny=x
4 Iny= 4 x
dx dx
ldy_,
y dx
dy x
—_—= =e
dx Y
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Contoh :
Carilah Dxem

Jawab :

3
Misal: u=+3x+1<oDu=——
® A Brrl

3em

Dxem =e"Du =em. 3 =
23x+1  24/3x+1

. Fungsi Hiperbolik

Fungsi hiperbolik dikonstruksikan dengan gagasan
mengganti lingkaran satuan oleh hiperbol satuan (Karim, 2013).
Jika tittk P(52) terletak pada hiperbol #?-»?=1, kita akan
mendefinisikan cosh x = # dan sinh x= ¢, dimana cosh dan sinh
menyatakan kosinus dan sinus hiperbolik. Cosh dan sinh adalah
kombinasi dari fungsi eksponen natural, yaitu :

pe —X pe —X
e’ +e ) e’ —e
coshx=Tdan smhx=———

Definisi fungsi hiperbolik didefinisikan sebagai berikut.
1) Fungsi kosinus hiperbolik:

f(x)=coshx=%,xe‘}{

2) Fungsi sinus hiperbolik:

f(x)=sinhx=%,xeiﬁ
3) Fungsi tangen hiperbolik:
sinh
f(x)=tanh x = x,xefR
coshx
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4) Fungsi kotangen hiperbolik:

coshx
x)=cothx = ,XER
fx)= ih x
5) Fungsi secan hiperbolik:
f(x)=sechx= ,XER
coshx

6) Fungsi kosekan hiperbolik:
1

(x)=cschx=—
f sinh

X720
X

Turunan fungsi hiperbolik

Turunan fungsi kosinus dan sinus hiperbolik diperoleh dari
bentuk eksponennya, sedangkan turunan hiperbolik lainnya
diperoleh berdasarkan aturan menentukan turunan. Hasilnya
diberikan dalam teorema berikut :

a di(coshx)zsinhx

b. (smh x)=coshx

¢ — (tanh x)=sech’x

d. (coth x)=—csch’x

e. —(sechx)=—sechx.tanh x

f. (cschx) —cschx.cothx

E. Turunan Fungsi Parameter
Definisi :
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Misalkan fdan g masing-masing adalah fungsi yang terdefinisi pada
daerah asalnya D € R, maka :

x=f@
y=g8(t);teD

Menyatakan suatu “persamaan fungsi parameter” dengan 7 sebagai
parameter, dan grafiknya adalah himpunan titik-titik di R yaitu
(e y)x= £ty y = gleyr e D}

(Tim Dosen Unhas, 2005, hal. 179).
Perhatikan fungsi parameter

x= f(t)=cost
y=g(t)=2cost+sin’t -1
Jika parameter # dieliminasi dari kedua persamaan tersebut
diperoleh persamaan fungsi y=H(x) dengan x= f{z) sebab
y =2cost +sin’t—1=2cost +1—cos’t—1,
schingga y=2x—x" ;x=cost
Persamaan terakhir ini dapat ditulis dalam bentuk eskplisit :
y—2x+x>=0 maka G(x)=0
Jadi jika diberikan fungsi parameter dengan persamaan
x=f()
y=gu)yteD

Kita dapat menyatakan dalam bentuk sederhana sebagai :

y=H (x) dengan x = f#). Dengan menggunakan aturan rantai
diperoleh :

dy_dy dx _ dy_dy/dr dx
dt dx dt dx dx/dt dt

Yang merupakan turunan fungsi parameter.

Teorema 4.2
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Misalkan x = f#) dan y = g(t), t € D € R, masing-masing fungsi
dx

yang mempunyai turunan terhadap peubah 7 dengan d_ # 0dan
t

menyatakan suatu persamaan fungsi parameter yang dinyatakan
dalam bentuk y = H(x) atau G(x,y)=0, maka turunan y terhadap x

adalah :
dy ,
dy _ @z g'®)
d '
dxdz/ " (0
Contoh :

d
Tentukan d—y dari fungsi parameter berikut :
X

a. x=t;y=3t—t4, teR
b. x=10cos3t;y=-10sin3t, O<t<x
c. x=eY;y=¢-3¢"+1;0eR

Jawab :
43
o L_dyjdr 3240 5 4a_g_ay
dx  dxdr 1

dy _dy/dt —10.3cos3t _cos3t _ %0 X

> dx/dt —103sin3t sin3t _ Y  y
10
dy dy/dt 6e*-32¢" 6e2‘9(e49 —1) B 2(e49 - 1)
o dx/dt 3e* 3 e
=M= 2¢%¢ _Z = 2x_2
e e e
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BAB VI
INTEGRAL

A. Rumus Dasar
1. Integral Tak Tentu

Rumus dasar pada Integral berkaitan erat pada rumus turunan
yang telah dijeaskan pada bab sebelumnya. Keterkaitan tersebut
dikarenakan hasil penurunan suatu fungsi terhadap peubah dapat
“dibalik” sehingga diperoleh hasil pengintegralannya, maka dari itu
integral sering diistilahkan dengan “anti turunan”.

Definisi Integral Tak Tentu

Kita sebut F suatu anti turunan dari f pada selang I jika DF = f pada

I — yakni, jika F'(x) = f(x) untuk semua x dalam I (Jika X suatu

titik ujung dari I, F'(x) hanya perlu berupa turunan satu sisi)
(Edwin J.Purcell and Dale Varberg, 1987)

Integral disebut juga anti turunan, pada integral dibagi atas dua bagian
yaitu integral tak tentu.

Pada materi turunan/diferensial telah kita pelajari bahwa jika diketahui
rumus fungsi f(x) = x™ + C dimana C adalah konstanta, maka
turunannya adalah f'(x) = nx™ 1. Operasi untuk mendapatkan
kembali fungsi f(x) jika diketahui f'(x) dinamakan operasi integral,
dilambangkan dengan " ". Dengan demikian [ nx™ ' dx = x™ + C.
Dari pengertian integral yang merupakan anti turunan, maka untuk
membuktikan bahwa [ f(x)dx = F (x) + C, cukup dibuktikan
bahwa D, [F(x) + C] = f(x) dimana D, adalah operator turunan.

Teorema 6.1 Aturan Pangkat
Jika n adalah sebarang bilangan rasional kecuali -1, maka

xn—l
fx”dx= +C
n+1
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Bukti: pembuktian teori ini dengan cara menyamakan turunan antara
ruas kiri dan ruas kanan, yaitu sebagai berikut

xn—l
D Cl=
x[n+1+ ]

(n+ Dx™+ 0= x™" (terbukti)
n+1

Contoh 1Hitunglah integral dari f (x) = 5 dx.
Penyelesaian [Sdx =5 [x° dx
§0+1

=5
0+1
=5x+C
Contoh 2 Hitunglah integral dari f (x) = x7 dx.

Penyelesaian [ x” dx = ;11 x4+ C

+C

=2 4c
B

Contoh 3 Hitunglah integral dari f (x) = x*/3 dx.
4
Penyelesaian f x*3dx = ﬁ oty c

x7/3
= m +C

= ;x7/3 +C

Contoh 4 Hitunglah integral dari f (x) = Vx dx.
1
Penyelesaian f Vxdx = f xz dx

1
x2—+1

= 7T 1+C

2
= §x3/2 +C
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Contoh 5 Hitunglah integral dari f (x) = 3/x dx.
1
Penyelesaian [ Yx dx = [ x3 dx

=2 _+c

3..4/3
2% +C

Integral tak tentu mempuyai sifat-sifat yang dapat didasarkan
pada sifat-sifat turunan. Berikut ini adalah teorema-teorema yang
menyatakan sifat-sifat integral tak tentu.

Teorema 6.2
[kf(x)dx = k [ f(x) dx, dengan k suatu konstanta
(Lumbantoruan, 2019)

Bukti
Dylk [ f(x)dx] = k Dx[[ f(x) dx]
=k f(x)

Contoh 6 Hitunglah integral dari f (x) = 7x*dx.
Penyelesaian [ Tx* dx =7 [x* dx = 7ﬁx4+1 +C

_ 7.5
—5x+C

Teorema 6.3

f [FGO) + gGOldx = f FGdx + f 9(x) dx
(Lumbantoruan, 2019)

Bukti:
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D, U f)dx + fg(x)dx] =D, ff(x)dx+ D, fg(x)dx
=f(x)+g (%)

Contoh 7 Hitunglah integral dari
f () =[(3x?% +2) + (8x3 + 4)]dx.
Penyelesaian
fI(B3x2+2) + (8x3 + 4)]ldx = [(3x2 + 2)dx + [(8x3 + 4)dx

= (zil 2420+ Cy) + (31 W ax+ G)

=(x3+2x)+x*+4x)+C, +C,
=2x*+x3+6x+C

Teorema 6.4

f [FGO) — 90Ol dx = f £ dx - f 9(x) dx
(Lumbantoruan, 2019)

Bukti:
Dy U f(x)dx — fg(x)dx] = Dxff(x)dx - Dxfg(x)dx

Contoh 8 Hitunglah integral dari
f [(11x7 + 9) — (725 — 9)]dx

Penyelesaian
f [(11x7 + 9) — (725 — 9)]dx
= f(11x7 + 9)dx — f(7x5 —9)dx
7
7+1 5+1 _
(7+1 +ox + cl) (5+1x 9x+C2)

11 7 o
= (?x +9x)—(gx —9x)+ C;—C,

11 7
= —x8——x%4+18x+C

8 6
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Ingat kembali pada Aturan Rantai yang diterapkan pada pangkat

suatu fungsi. Jika u = (X) adalah suatu fungsi yang dapat
didiferensialkan dan 7 suatu bilangan rasional (r # -1), maka
ur+l
—_ 7
D, [r+ 1] =u".Dyu

Atau, dalam cara penulisan fungsional,

[g())™**

D = g
x( 1 [9COI™. 9" (x)

Dari sini kita peroleh suatu aturan penting untuk integral tak tentu.

Teorema 6.5 Aturan Pangkat Yang Diperumum

Andaikan g suatu fungsi yang dapat didiferensialkan dan r suatu
bilangan rasional yang bukan -1. Maka

r+1
[tocorg car= 20— ¢

(Lumbantoruan, 2019)

Contoh 9 Hitunglah integral dari
f(x" +12x)28(8x7 + 12)dx

Penyelesaian

f(x®+12x)%8(8x7 + 12)dx = [[(g(x)]1?8g’ (x)dx
R (C) e +C
B 829 29
=& L0

2. Integral Tentu

Pada integral tentu definisi integral didasarkan pada luas daerah
dengan menggunakan rumus Jumlah Riemann. Sesuai namanya, definisi
tersebut diperkenalkan secara modern oleh Georg Friedrich Bernhard
Riemann (1826-1866), walaupun sebelumnya telah didefinisikan oleh
Newton dan Leibniz.
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Definisi Integral Tentu
Misalkan f suatu fungsi yang didefinisikan pada interval tertutup
[a, b]. Jika

|P||aozf (FAx

ada, kita katakana / adalah tenntegras1kan pada [a,b]. lebih lanjut

fa f(x)dx. Lebih lanjut fa f(x)dx, disebut Integral tentu (integral
Riemann) fdari 2 ke 4, kemudian diberikan oleh

b
fa feodx= lim Zf(xl)Axl

(Dale Varberg, Edwin J. Purcell, 2008)

Nilai dari Y=, f(x;)Ax;» disebut Jumlah Riemann adalah titik wakil
pada interval ke-7 dan Ax; lebar interval ke-7 dan # banyak subinterval
(banyaknya persegi panjang yang terbentuk) dari wakil (x;) kita peroleh
dengan tiga cara yaitu tittk ujung kiri subinterval, tittk tengah
subinterval, dan titik ujung kanan subinterval dimana setiap jenis titik
wakil memberikan hasil yang berbeda.

Contoh 10 Tentukan jumlah Riemann dari fungsi yang diperlihatkan
gambar berikut:

y=fix)=x"-4x+3

Penyelesaian:
Menentukan luas persegi panjang:
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Persegi panjang 1 : panjang = 0,7, titik wakil x; = 0,5
Sehingga lebar = f(x,_f (0,5) = (0,5)% — 4(0,5) + 3 = 1,25
Luas Ly =p x/ =0,7 x 1,25 = 0,875

Luas panjang 2 : panjang= 1,7 — 0,7 = 1, titik wakil x2=1,5
Sehingga lebar = fxz) = f{1,5) = (1,5)2— 4(1,5) + 3 = -0,75 = 0,75
Luas: L;=p x/=1X 0,75=0,75

Persegi panjang 3 : panjang = 2,7 — 1,7 = 1, titik wakil x3= 2
Sehingga lebar f(x3) = f2) = (2)2—4(2) + 3 =-1=1
LuasL; =px/=1X1=1

Persegi panjang 4 : panjang = 4 — 2,7 = 1,3, titik wakil x¢ =3,5
Sehingga lebar fi>xy) = f(3,5) = (3,5)2—4(3,5) + 3= 1,25
Luas Iy =p x /=13 X 1,25 =1,625

Menentukan jumlab Riemann nya:
Jumlah Riemann =L1+12+L3+L4= 0,875 + 0,75+1+1,625,
Maka Riemannya adalah 4,25.

B. Integral Subtitusi

Integral subtitusi merupakan teknik integrasi dengan cara
memisalkan suatu fungsi menjadi bentuk yang lebih sederhana.
Pemisalan dilakukan untuk menyederhanakan fungsi yang rumit.
Berikut teorema teknik integrasi subtitusi pada integral tak tentu dan
tertentu.

Teorema 6.7 Aturan Subtitusi untuk Integral Tak-tentu

Misalkan g fungsi terdeferensialkan dan misalkan bahwa F adabth
anti-turunan £, maka

f F(9))g' C)dx = F(g(m) + C

MYale VVavrhoerer Edwviriea T DPhrierall O0NQ\




Bukti:
Dy[F(g(x)) +C] = F'(g(x)g’ (x) = f(g(x))g'(x)

Secara normal kita terapkan Teorema 6.7 sebagai berikut. Dalam

integral seperti [ f (g(x)) g’ (x)dx kita misalkan u = g(x), sehingga
du
dx

Jf(g(0)g')dx = [ f(wdu = F(u) +C = F(g(x)) +C
A
Jadi, jika kita dapat mencari anti-turunan untuk f(x), kita dapat

menghitung [ f(g(x))g’(x)dx. Penerapan metode ini tergantung
kemahiran dalam menemukan pemisalan dalam menentukan tururan.

= g'.Jadidu = g'(x)dx. Maka integral menjadi

Contoh 10 Hitunglah [ x?Vx* + 11 dx
Penyelesaian:
Subtitusikan u = x* + 11

1 1
fx3\/ x*+11dx = Zf(x‘* + 11)2(4x3dx)
= 2 @ +1D)%2+C

Contoh 11 Hitunglah [Vx? + x (2x + 1) dx
Penyelesaian:

Misalkan u = x2 + x; maka du = (2x + 1)dx. Sehingga

f\/xz +x (2x + 1)dx = fu”zdu
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= §u3/2 +C
=§(x2 +x)32+C

Contoh 12 Hitunglah [ cos®x dx
Penyelesaian:
Misalkan u = sinx dx ; du = cosx dx

fcosSx dx = fcos“x ‘cosx dx

= [(1—sin%x)%du

= [(1-u?)%du

= [(1-2u?+ uhdu
= u—§u3 +§u5 +k

) 2 . 1,
=sinx — 551n3x+§sm5x+ k

C. Integral Parsial

Metode integrasi parsial umumnya digunakan bila integral
memuat bentuk fungsi-fungsi fransendental antara lain In X, arc tan x,
...dan sebagainya memuat hasil ganda fungsi dengan bentuk seperti

e*sin x, x"e*dan sebagainya.
Dimulai dengan aturan hasil kali:

d
—(u(x)v( ))-L () + u(x) ”(")

dapat dituhs dalam bentuk d1fferens1al menjadi

dv
AluCv()] = [v( D | )

Selanjutnya kedua ruas diintegralkan untuk memperoleh
d
[ i) = [veo 52 ax+ [ueo S 2ax
u(x)v(x) = fv(x)u (x)dx +fu(x)v (x)dx

Bentuk baku dari rumus integrasi parsial dituliskan sebagat
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fu(x)v’(x)dx =u(x)v(x) — f v(x)u'(x)dx
Atau disingkat menjadi

fu(x)dv =uv— f vdu
(Cipta, 2020)

Contoh 13 Hitunglah [ x sinx dx

Penyelesaian
Misalkanu = x © du =dx

dv =sinxdx = —d(cosx) o v = fsinx dx = —cosx+c¢
Sehingga

fxsinx dx = f—x d(cosx)dx
= —xcosx — [—cosx dx
= —xcosx +sinx +C

Contoh 14 Hitunglah [ Inx dx

Penyelesaian

Misalkanu =Inx o du = %;
dv=dx eov=x

flnx dx = (Inx)(x) _fx(cic_x)

=xlnx— [dx
=xlnx—x+C

Sehingga

(Muhammad Faizal Amir, 2016)

D. Integral Arcus Tangen dan Logaritma

1
~dx = arctanx + C
1+x

Ingat bahwa [
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Berdasarkan rumus di atas dapat dibuktikan bahwa untuk konstanta
a # 0, maka berlaku

1 1 X
fﬁdx= —arctan—+ C
a‘+x a a

Perhatikan penyebut dalam integran.

Selanjutnya akan dicari [ Tir2brte

Jika f(x) = x% + 2bx + c dengan D = 4b? — 4¢ < 0, maka f(x)
definit positif dan selalu dapat dibawa ke bentuk

f(x) = (x + b)*+p?
dengan p? =c—b2>0

sehingga | — dx = 1 _dx dan dengan menggunakan

xZ+42bx+c (x+2)2
rumus di atas diperoleh

1 1 x+b
f—dx = —arctan +C
x%+2bx+c p p

Denganp = V¢ — b?

(Bagio, 2010)
. 1
Contoh 14 Hitunglah [ Pwwelod
Penyelesaian
Dengan menggunakan rumus diperoleh
1 1 x
——dx =zarctans +C
3+x2 3 3
. 1
Contoh 15 Hitunglah [ ————dx
Penyelesaian

Diketahuib = 1,c =5,p=+v5—-12 =4 =2
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Dengan menggunakan rumus diperoleh

1 1 x+1
| s dx = S arctan=—-+C
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BAB VII
INTEGRAL FUNGSI PECAH RASIONAL

A. Pengertian Integral Fungsi Rasional

Fungsi rasional adalah fungsi yang berbentuk pecahan dimana
pembilang dan penyebutnya masing-masing merupakan fungsi
polinomial. Fungsi rasional yang dimaksud di sini adalah fungsi-fungsi
K 2

q(xy
polinomial berderajat m dan n dimana m < n (Opan, 2013). secara

umum, fungsi polinomial p (x) berderajat m dapat dituliskan dalam
bentuk sebagai berikut:

yang berbentu dengan p (x) dan q (x) masing-masing fungsi

p(X) = po + P1X + P2x% + ot Ppx™
Pm 0

Suatu fungsi rasional adalah hasil bagi dua fungsi polinom. (Susila,
2001). Menurut (Yahya, 2010) dan (Wardiman, 1987) fungsi pecahan

rasional adalah suatu fungsi F (x) = f ( ) d1 mana f(x) dan g(x) polinom

(suku banyak). Jika derajat dari f(x) leb1h kecil dari pada derajat g(x),
maka F (x) disebut fungsi pecahan rasional yang sebenarnya (proper) di
dalam hal lain disebut fungsi pecahan rasional tidak sebenarnya
(¢mproper). Suatu fungsi pecahan rasional tidak sebenarnya selalu dapat
dinyatakan sebagai penjumlahan suatu polinom dan suatu fungsi yang
sebenarnya dengan melakukan operasi pembagian biasa. Sedangkan
menurut (Suhartono 2015) Fungsi pecah rasional adalah fungsi

berbentuk X2 Dr ( ) dengan N(x) dan D(x) polinomial-polynomial.

Teknik pengintegralan fungsi rasional didasarkan pada penguraian
bentuk Z&2 menjadi bentuk yang lebih sederhana agar mudah untuk

a(x)
diintegralkan berdasarkan faktor dari polinomial q (x).

Perhatikan contoh berikut in1
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ot i
o dx + x—2

A dan B dapat dicari dengan menggunakan konsep kesamaan polinom
berikut ini.

2x +1 A B _AGx-2)+Bx-1)
f T3x+2 xi-1x=2  x-D&x-2

Berdasarkan konsep kesamaan polinom jika ruas kiri sama dengan ruas
kanan maka suku-suku sejenisnya adalah sama. Pada kasus ini kita
melihat koefisisen x dan konstanta pada pembilang.

2x+1=Ax—-2)+B(x—-1)
2x+1=(A+B)x—24—-B
(A+B)=2dan—24—B =1

Dengan menggunakan penyelesaian sistem persamaan linear diperoleh
nilai A dan B sebagai berikut:

A=-3danB =5
J‘ 2x +1 d _J‘ -3
X2 —3x+277 ) x=1 x—2

Pakailah teknik pengintegralan subtitusi untuk menyelesaikan integral
di atas.

dx +

Misal u = x — 1 sehingga du = dx
Misal v = x — 2 sehingga dv = dx

2x +1 -3 5
f—x2—3x+2dx —f7du+f;dv
=-3In(w)+5In (v) +C
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=-3In(x—1)+5In (x-2)+C
&2 .
@-n3

B. Keadaan N (x) = D’ (x)
Jika N (x) = D’ (x) maka dapat diseleseikan dengan rumus:

fggx; dx = Ln |D(x)| + C (Suhartono, 2015)

Contoh 1:
Carilah |

2x+2
xX2+2x+4

dx

2x +2 )
fmdx=Ln|x +2x+4|+C

Contoh 2 :
Carilah f

2x+4
xX2+2x+4

f 2x+2 dx=1ILn|x*—4x+8|+C
X2 —4x+g¥ T x

Contoh 3 :
Carilah |

2x+6
x2+6x+13

dx

f 2XH2 e Inlx?+6x+ 13|+ C
X2 +6xt13 X=X x

C. Keadaan Derajat N(x) = derajat D(x)

Lakukan pembagian N(x) oleh D(x) sehingga diperoleh bentuk
I;g; Qx) + II;E ; dengan derajat R(x) derajat D(x), Q(x) adalah
polinom, sehingga integralnya sangat mudah. (Suhartono, 2015)

Contoh 1

Carilah nilai dari f
Penyelesaian:

2+1
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x3 x(x*+1)—x
|mre= e

x(x2+1) x
_dex_fx2+1dx
1
f d —f 2%,
x dx T x
J‘ 2x _2x
2 x2+1

fzx ——Lnlx +1|+C

D. Keadaan Derajat N (x) < derajat D (x)

Menurut (Suhartono, 2015) pada N(x) # D’(x). diambil koefisien
suku pangkat tertinggi dart x dalam D (x) adalah satu. Untuk
menghitung fDE ;dx terlebih dahulu integran dipisah menjadi

N(x)

pecahan-pecahan parsialnya. Cara memisah 500) menjadi pecahan-

pecahan parsialnya :
1. Derajat N (x) < derajat D (x)
2. Koefisien suku pangkat tertingi dari x dalam D (x) adalah satu
3. N (x) dan D (x) tidak lagi mempunyai factor persekutuan

Menurut (Suhartono, 2015) keadaan faktor-faktor D(x), dalam
memisahkan % menjadi pecahan-pecahan parsialnya dapat
dibedakan menjadi 4 (empat) keadaan, yaitu :
1. Semua faktor D(x) linear dan berlainan
Misalnya faktor-faktor D(x) adalah x —a,x —b,x—c,dan x —d,

maka D(x) (x _2) (x —b) (x— 0 (x — d). dibentuk DE";
n + ﬁ ti ot sebagai suatu identitas dalam x,
sehingga untuk settap n1la1 x yang diberikan makan nilai ruas kiri
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dan nilai ruas kanan dalam (1) sama. Konstanta A, B, C, dan D
adalah konstanta-konstanta yang masih akan dicari nilainya.
Contoh

6x%+6

Tentukanlah nilai dari f m dx
Penyelesaian:
6x2+ 6 6x%+ 6
f dx = dx
x3+4x>+x—-6 x—Dx+2)(x+3)

B A B C d

_f{(x—1+x+2+x+3} x
_f{A(x+2)(x+3)+B(x—1)(x+3)+C(x—1)(x+2)}d
B (x=1D(x+2)(x+3) x

Maka di dapat persamaan
6x2+6=A(x+2)(x+3)+B(x—1D(x+3)+C(x
- D(x+2)

Dari persamaan jika
x=1didapat > 6*12+ 6 =A (1+2) (14+3) +B (1 - 1) (x+3)
+C(1-1) (1+2)
12=12A
A=1

2. Semua factor D(x) linear tetapi ada yang sama (berulang)
Misalnya faktor-faktor D(x) adalah x — a, x — b, x — ¢,
x—¢,x—d,x—d, dan x — d, maka D(x) = (x —a) (x-b) (x — ¢)?
(x — d)3 Selanjutnya dibentuk % = xf;a + % + xCTc +

D E F G
(x-0)2 " x-d ' (x—-d)? + (x-d)*
di ruas kanan terutama yang sesuai dengan akar sama ¢ dan d.
Contoh

Tentukan nilai dari [ m dx

Perhatikan suku-suku pecahan

Penyelesaian:

x y B c D
f(x—Z)(x+1)3dx:f{(x—2)+(x+1)+(x+1)2+(x+1)3}dx
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Maka di dapat persamaan:
x A B c D
(x—2)(x+1)3 (x—2)+(x+1)+(x+1)2+(;vc+l)3
Ax+1)3+Bx-2)(x+1D)?+Cx—2D)(x+ 1)+
x D(x—2)

(x-2)(x+1)3 (x—2)(x+1)3

x = AR+1) + B (x=2) (x+1)2 + Cx=2) (x+1) + D(x-2)

dari persamaan jika
x = 2 di dapat — 2 = A(2+1)3 + B(2-2)(2+1)2 + C(2-2) 2+1)
+ D(2-2)
—2=27A
2

— A=—
27
x = -1 di dapat — -1
= A(-1+1)% + B(-1-2)(-1+1)2 + C(-1-2)(-1+1) + D(-1-2)
—-1=-3D
D=1
E
x = 1 di dapat
1=A(1+1)3 + B(1-2)(1+1)2 + C(1-2)(1+1) + D(1-2)
=8A-4B-2C-1D
—g2 1
= §g7—4B—2C—11 3
= 27 4B -2C - 3

20 _
>, = -4B-2C
x = 0 didapat
0 = A(0+1)3 + B(0-2)(0+1)2 + C(0-2)(0+1) + D(0-2)
=A-2B-2C-2D
=2 1
—%7—22B—2C—23
-5, t3=-2B-2C

16 _
——=-2B-2C
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Dari keempat persamaan tersebut didapat:

a=2p=-2c=-2p-1
T277 277 T 277 T3
Maka,
2 _2 _6 1
x _ 77 77 27 3
f(x—Z)(x+1)3dx_f{(x Dtaint szt (x+1)3}d"
2 1

_f(x 2) f(x-:;) dx + J.(9c+1)2 dx+ J.(Jc+1)3 dx

21 _i 1 _i 1 1
T 277 (x-2) dx (x+1) x (x+1)2 f (x+1)3 dx
_ 2 d(x+1) 1 cd(x+1)
——lnlx 2| -—lnlx 1| )2 _f(x+1)3
1
In|x-2] -—1n|x ]+ 27 (x+1) B _f(x+1)2

3. D(x) mempunyai faktor kuadrat dan semua faktor kuadratnya
berlainan.

Misal D(x) = (x—p) (x—q)? {(x—a)? + b2} {(x~ ¢)2 + d?2} maka

Nx)_ A | B c Dx+E
pe:lu ] dibentuk P~ ip +5 + -2 + (x—a)2+b? +
X+
(x-c)2+d?%

4. D(x) mempunyai faktor kuadrat yang sama
Misal D(x) = (x—p) (x—q)? {(x—2)? + b2} {(x—)? + d2}3 maka
N(x) A [ Dx+E

petlu  dibentuk 2@ xp T iq T oepr T ez T

Fx+G Hx+I ]x+K
(x=0)2+4d? = ((x-c)?+d?)?  ((x-c)?+d?)¥’
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N —

SOAL LATIHAN
Jelaskan apa yang dimaksud dengan Integral Fungsi Rasional?
Tentukan nilai dari

J- 2x+6
x22+6x3;0-13
X+
b. [ rax dx.
Tentukan nilai dar1
x3
a. f xi+1 df
x*=19x“—-48x+60
b. f a4
x2+6x+13

Tentukan nilai dar1

1
a. f x(x+7) dx
2x*-2x3+3x%-2
Tentukan nilai dar1

x+3
v e
d dx

b | e
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BAB VIII
INTEGRAL FUNGSI TRIGONOMETRI

A. Rumus-rumus sederhana
1. Rumus dasar Trigonometri

[N 2 IS -G I S R

[ sinxdx =—cosx + ¢
[ cosx dx = sinx + ¢

[ tanx dx = In(secx) + ¢ = —In(cosx) +c¢

[ cotanx dx = In (sinx) + ¢ = —(cosecx) + ¢
/
J

secxdx =In (secx +tanx ) + ¢
cosecx dx = In cosecx — cotanx + ¢

Rumus-rumus identitas trigonometri

1.

© N o~

10.

sinx +cosx =1
1+ tan® x = sec® x
1+ cot?x =csc?x

. 2 1-cos 2x
sin“x = ——

1+cos2x

2

sin? x — cos? x = cos 2x
sin2x = 2sinx cos x

. 1., .
sinmx .cosnx = 2 [sin(m + n)x + sin(m —
n) x|

. . 1
sinmx .sinnx = — > [cos(m +n)x —
cos(m —n) x|

1

cosmx.cosnx = - [cos(m + n)x + cos(m —
n)x]

cos? x =

Contoh soal:

1. Tentukan [ 12(2x + 1) sin (x? + x )dx
Penyelesaian:
Misalkan: u = x% + x,
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maka du = (2x + 1)dx , atau dx =%+1du
f12(2x + 1) sin(x? + x )dx = [ 12(2x + 1) sin(u). - +

1du
f12sin(u) dx = —12cos(u ) + ¢ atau dalam x:
= —12cos (x? +x)c

2. Tentukan [ 3 cos (6x + 2)dx
Penyelesaian:
Misalkan: u = 6x + 2, makadu = 6dx,atau
dx = 1/6 du, selanjutnya diperoleh:
f3cos(6x+2)dx =3[cos(u)l/6du= ésin(u) +c
Maka penyelesaian dalam variable x diperoleh :
f3cos(6x +2)dx= 1/2sin(6x + 2) + ¢

3. Tentukan [ 3e2* tan( €2* + 9) dx
Penyelesaian:
Misalkan: u = e2* + 9,maka du = 2e2*dx atau
dx = 1/2e2*du
1

J 3e2” tan(e2* +9) dx = [3e2” tan(w).

= % f tan(u)dx

= —% In[cos ()] +c
=—§ In[cos (e2* +9)] + ¢

dx

Dalam bentuk fungsi u diperoleh formula integral trigonometri
sebagai berikut:

2. Integral Fungsi Sinus
Berikut adalah formula untuk menentukan integral dari fungsi sinus:

fasinudx = —acosu + C
Contoh Soal:
Tentukan [ 12(2x + 1) sin(x2 + x) dx
Penyelesaian:
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Misalkan u = x? + x, makadu = (2x + 1)dx atau

dx = 2x1+1 du, sehingga diperoleh:

[122x + D sin(x2+ x)dx = [12(2x + 1) sin(u)ﬁdu
[12sin(w) du = —12 cos(u) + C atau dalam x:
= —12cosx*+x) + C

3. Integral Fungsi Cosinus
Berikut adalah formula untuk menentukan integral dari fungsi sinus:

facosudu=asinu+C
Contoh Soal:
Tentukan [ 3xcos(4x? + 5)dx
Penyelesaian:

Misalkan 4 = 4x? + 5, maka du = 8xdx, ataudx = é du,

selanjutnya disubstitusikan ke soal dan diperoleh:
2 = Lau=2
[ 3xcos(4x* + 5)dx = [ zxcos(u) —du e [ cosudu
= Zsinfw) + € = Esin(4x2 +5+C

4. Integral Fungsi Tangen

Berikut adalah formula untuk menentukan integral tangen:
[ tanx dx = In(secx) + C = —In(cosx) + C
fatanu du = aln(secu) + C = —aIn(cosu) + C
[atan(Ax + B) dx = %In[sec(Ax +B)]+ C

= -% In[cos(Ax + B)] + C
Contoh Soal:
Tentukan [ 7sin2xtan[cos2x + 1]dx
Penyelesaian:
Misalkan: u = [cos2x + 1], maka du = —2sin[2x]dx, atau
1

dx =

~ —2sin (2x) u

selanjutnya disubtitusikan kembali soal dan diperoleh:
. 1 _ 7

[ 7sin 2x tan (u)mdu =-2[tan(u) du
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= —%In[sec(u)] +C
Maka dalam variabel x diperoleh: [ 7sin2x tan (cos2x + 1) dx =
- %In[sec(cost +D]+ C

= %In[cos(cost +1]+ C

5. Integral Cotangen
Berikut adalah formula untuk menentukan integral cotangen dan
disertai contoh soal dan pembahasannya.

[ cotanx du = In(sinx) + C
[ acotanu du = aIn(sinu) + C = —aln(cosecu) + C
[ acotan(Ax + B)dx = %In[sin(Ax +b)]+ C
Contoh Soal:
Tentukan (1 — 4x)cotan(2x — 4x%)dx
Penyelesaian:
Misalkanu = 2x —4x?, makadu = (2- 8x)dx =
2(1- 4x)dx, ataudx = 2(;4’0
soal diperoleh:
(1 — 4x)cotan(u)

du dan subtitusikan kembali ke

1
2(1-4x)

du = i [ cotan(w)du

1
= Eln(sin u)+C

= %In[sin(Zx —4x3)]+ C
1

= > In[cosec(2x — 4x3)]+ C

6. Integral Secan
Berikut adalah formula untuk menentukan integral secan:
[ secx dx = aIn(sec+tanx) + C
[asecudu = aln(secu + tanu) + C
[asec(Ax + B) dx = %ln nsec(Ax + B) + tan (Ax +

B)+C
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Contoh Soal:
Tentukan [ 12(x — 3)sec (3x — éxz)dx

Penyelesaian:
Penyelesaian dilakukan dengan pemisalan sebagai berikut:
Misal: u = 3x — ixz, maka du = (3 — x)dx, sehingga dx =
ﬁ du, dan bentuk-bentuk ini disubtitusikan ke soal sehingga:
f12(x - 3) secuﬁdu = —12 [secudu

= —12In(secu +tanu) + C

= —12 In[sec(3x -% x?) +tan(3x —

1
Exz)] +C

7. Integral Cosecan
Berikut adalah formula untuk menentukan integral cosecan:

[ cosecx dx = a In(cosecx — cotanx) + C
[ acosecu du = a In(cosecu — cotanu) + C

[acosec(Ax + B)dx = %Irlcosec(Ax +B) —

cotan(Ax L— B)+ C
Contoh Soal:

Tentukan [ 2xcosec(5x%)dx
Penyelesaian:

Misalkan u = 5x% maka du = 10xdx, sehingga dx = ulj—xdu
[ 2xcosec(5x?)dx = [ 2xcosec(u)$du

= % [ cosec(u)du

= %In(cosec u—cotanu) + C

Maka dalam variabel x diperoleh:
[ 2xcosec(5x?)dx = %In(cosech2 — cotan5x?) + C
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8. Integral Sec*x
Berikut adalah formula untuk menentukan integral sec®x:
[ sec’x dx =tanx + C
fasec?udu=atanu+C
[ asec?(Ax + B)du = %tan(Ax +B)+ C
Contoh Soal:
Tentukan [ g(l —13x?)sec? (x — 13—3 x3) dx  Penyelesaian:

Misalkanu = x — 13—3x3, maka du = (1 — 13x?)dx, atau dx =
1

1;13x2 13
21 12+42Ycor2 (v — 13,3 _

1;3(1 13x%)sec (x 3 X )dxz—

2 (1 = 13%2)sec? _2 2

3f(l 13x%)sec®(w) 5 du = %fsec (w)du

=3 tan(u) + C, atau

f§(1 — 13x2)sec?(x — 13—3x3)dx = gtan(x - %x:") +C

du, sehingga

9. Integral Cosec*x
Berikut adalah formula utuk menentukan integral cosec?x

[ cosec* x dx = —cotanx + C

facosec?udu= —acotanu +C

[acosec?(Ax + B)du = — %cotan(Ax +B)+ C
Contoh Soal:
Tentukan [[sin 2x — 1) —
Penyelesaian:
Bentuk soal dapat disederhanakan sebagai berikut:

. 4 \2_ .
(sm(2x - 1) - Sln(Z_x—l)) = s1n2(2x - 1) -8+

Dari hubungan cos2x = 1 — 2sin®x, maka diperoleh sin?x = % -

4
sin (2x-1

1%dx

16
sin?(2x—-1)

% cos2x, schingga: sin?(2x — 1) = i— §c03(4x -2
Maka bentuk soal menjadi:

i— §c05(4x —2) — 8+ 16 cosec?(2x — 1) atau
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%cos(4x -2)- 12—5 + 16 cosec’(2x —1) dan dalam bentuk
integral:

f(—icos(4x -2) - 12—5 + 16 cosec?(2x — 1)dx = —%sin(4x -
2) — 12—5x —8cotan(2x—1)+ C

10. Integral secx tanx
Berikut adalah formula untuk menentukan integral bentuk secxtanx
[ secx tan xdx = secx + C
fasecutanudu = asecu +C
[ asec(Ax + B) tan(Ax + B) dx = %sec(Ax +B)+C
Contoh Soal:
Tentukan [ 11cos2 xsec(sin2x) tan(sin2x) dx
Pembahasan:
Penyelesaian soal dilakukan permisalan sebagai berikut:
Misalkan: u = sin2x,
maka du = 2cos2xdx, atau dx 200152x du, dan dengan
mensubstitusikan bentuk-bentuk di atas ke soal diperoleh:

[ 11cos2xsec(u) tan(uw) 200152x du = % [ sec(w) tan(w) du

= %sec(u) +C

Dengan mengembalikan hasil integral dalam bentuk X, maka
diperoleh:

11cos2xsec(sin2x) tan(sin2x) dx = Esec(sinx) +C
2

11. Integral cosecx cotanx
Berikut ini adalah formula untuk menentukan integral bentuk
cosec x cotan x

[ cosecxcotanx dx = —cosecx + C

[ acosec(u)cotan(u)du = —acosecu + C

[ acosec(Ax + B)cotan(Ax + B)dx = —%cosec(Ax +
B)+ C
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Contoh Soal:

Tentukan [ %ez" cosec(1 —e*)cotan(1 — e*)dx
Penyelesaian:

Misalkan: u = 1 — e? % schingga du = —2e* dx,

1 . S
atau dx = — du, sehingga dengan mensubstitusikan bentuk-bentuk
2€?

diatas ke dalam soal:
f %ezxcosec(l —e)cotan(1 — e?)dx =
L Ydu =

2e2*
—% [ cosec(u)cotan(uw)du = —%cosec(u) +C

% [ e cosec(u)cotan(u)(—
3
= —Zcosec(l -e+C

B. Bentuk [ R (sin x) cos x dx dan [ R (cos x) sin x dx
1. Bentuk [ R (sin x) cos x dx
Misalkan u = sin x, maka du = cosx dx

. du
Diperoleh dx = .
Ccosx du
f(sinx) cosx dx = [u cos x—.
cosXx

=fudu
1.2
=su’+c

= %(sin x)%+c
Contoh soal:
Tentukan [(sin*3x)cos 3x dx
Penyelesaian:
Misalkan u = sin 3x, du = cos(3x).3 = 3 cos 3x
Maka du = 3 cos3x dx

du
3= cos 3x dx
. du 1
[ sin*===3[udu

_115
—3.5u +c
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_1.5
—15u+c

21 5
—15(sm3x) +c

2. Bentuk [ R (cos x) sin x dx
Misalkan 4 = cos x, maka du = —sinx dx

Diperoleh dx = du_
—=sinx
[ sinx(cosx) dx = [sinxu——.
=—fudu
—_1.72
=—su’+c

= —é(cosx)2 +c
Contoh soal:
Tentukan [(cos3x).sinx dx

Penyelesaian:
Misalkan u = cosx, du = —sinx dx
du
Maka dx = —
—sinx
f(cos®x).sinxdx = [ud.sinx—
—sinx

= [ —udu
—_1 4
=—Ju"+c

= —%(cosx)‘* +c

C. Integral dengan Memperhatikan Rumus-Rumus
1. Pengintegralan Fungsi Sinus dan Fungsi Cosinus
Kasus I:
Bentuk [ sin™ xdx dan [ cos ™ xdx dengan n € N, n ganjil
Dalam menyelesatkannya digunakan rumus:
cos2x =1—sin?x
sin?x =1 —cos *x
Contoh soal:
Tentukan [ cos3xdx
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Penyelesaian:
[ cos3xdx = [ cos®xcosxdx
= [(1 — sin %x)cosxdx
= [ cosxdx — [(sin ®xcosxdx)
= sinx — [ sin®xdsinx
. 1 . 3
= sinx — 2sin’x + ¢

Kasus II:
Bentuk [ sin™ xdx dan [ cos ™ xdx dengan n € N, n genap
Dalam menyelesatkannya digunakan rumus:

2
C0S“X = =+ =cos2x
2 2

coS2x

N| =
N| =

sin’x =
Contoh soal:

Tentukan [ cos?xd x
Penyelesaian:

fcos?xdx= [ (% + %cost) dx
1 1
= g 1) dx1+ ~J cos2xdx
=-x+ [ cos2x

=lx+isin2xdx+c
27 4
Kasus III:
Bentuk [ sin ™ xcos "dx dengan salah satu m atau n bilangan
asli ganjil seangkan lainnya boleh sebarang. Penyelesaian bentuk
integral tersebut sama seperti penyelesaian bentuk 1, dengan
menggunakan rumus:

cos ?x =1—sin?x

sin?x =1 —cos %x
Contoh soal:
Tentukan [ sin3xcos™*xdx
Penyelesaian:
[ sin3xcos™*xdx = [ sin®xsin xcos~*xdx
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= — [(1 — cos 2x)cos™*xd(cosx)

= — [ cos™*xd(cosx) + [ cos~2xd(cosx)
=2cos73x —cos~lx + ¢

T3

1
= gsec33x —secx + ¢

Kasus IV:

Bentuk [ sin™ xcos "dx dengan salah satu m dan n bilangan asli
genap. Penyelesaian bentuk integral tersebut sama seperti
penyelesaian bentuk 2, dengan menggunakan rumus:

2 = = 4 = cos2
COSJC—2 2COS)C

coS2x

N| =
N| =

sin’x =
Contoh soal:

Tentukan [ sin®xcos?xdx
Penyelesaian:

[ sin?xcos?xdx = | G - icost ) G + %cost ) dx

= f(%—ECOSZZx) dx

-1 _1 2

= :fdxl 4{0013 2xdx
=§x—§f(§-1l-zcos4x)dx
=§x—§1x—3—2fcos4xd(4x)
=§x—3—zsm4x+c

Kasus V:
Bentuk [ sinmx cosnx sx, [ sinmx sinnx sx,

[ cos mx cosnx sx, m,n € R.
Penyelesaian gunakan ru,us:

sinacosbh = é[sin(a + b) + sin(a — b)]
cosasinb = ;[sin(a + b) — sin(a — b)]
sinasinb = i[cos(a —b) —cos (a + b)]
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cosacosh = %[cos(a + b) + cos(a — b)]
Contoh soal:

Tentukan [ sin 2x cos 3x dx
Penyelesaian:

sin2x cos3x dx = [ 2 [sin(2x + 3x) + (sin2x — 3x)]
2
= [ [sin(5x) + sin(—x))]
1. 1, .
= f1 >sin(5x) dx +3 f 1sm(—x)dx
= 1—0f sin5x d(5x) — ;f sinx dx

1 1
= —1—0c055x+5cosx+c

2. Teorema Pengintegralan Fungsi Lainnya
a. [tanx dx = —In|cosx| + ¢ = In|secx| + ¢
b. [cotanx dx = Insinx|+ ¢
c. [secxdx =In|secx +tanx| + ¢
d. [cosecx dx = In|cosecx — cotx| + ¢

Bukt:
[tanx dx = [ 2= dx
CcosXx
Misalkan u = cos x, maka du = —sinx, atau —du = sinx dx
Diperoleh:
ftanx dx = _;ﬁ
= —Inlu| +¢
=—In |cosx|+ ¢
=In|cos™ x| + ¢
=In |secx|+ ¢
Kasus I:

Bentuk [ tan™xdx dan [ cot™ x dx dengann € N.
Penyelesaian menggunakan rumus identitas:

tan’x = sec’x — 1

cot?x = cosec?x — 1
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Contoh soal:

Tentukan [ tan*x dx

Penyelesaian:

[ tan*x dx = [ tan?xtan?x dx
= [tan?x(sec?x — 1) dx
= [tan?xsec?x dx — [ tan’dx
= [tan?x(tanx) — [(sec? — 1)dx
= [tan?x(tanx) — [ sec?dx + [ dx
= %tan3x —tanx +x+c¢

Kasus II:

Bentuk [ tan™xsec™dx dan [ cot™ x cosec™dx dengan n
bilangan asli genap sedangkan m bilangan sebarang.
Penyelesaian menggunakan rumus identitas:

1+ tan®x = sec?

1+ cot?x = cosec®x

Contoh soal:

3
Tentukan [ tan™z x sec*x dx
Penyelesaian:

3 3
[tan™z x sec*x dx = [ tan™2 x sec®xsec?x dx
3
= [tan"z x sec?x(1 + tan?x )dx

_1 2 3
= —2tan 2x+§tan2x+c

Kasus III:
Bentuk [ tan™xsec™dx dan [ cot™ x cosec™dx dengan m
bilangan asli ganjil sedangkan 7 bilangan sebarang.
Penyelesaian menggunakan rumus identitas:
tan®x = sec’ — 1
cot?x = cosec®x — 1
Contoh soal:
1
Tentukan [ tan3xsec zx dx
Penyelesaian:
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1 1
[ tan3xsec”zx dx = [ tan®x tan x sec " 2x dx
1
= [tan xsec'Ex(sec xtan x) dx
= f(tan x—1)sec 2 x d(secx)

= —seczx +2sec zx+c

D. Substitusi y = tan( ) dan| R (tan x)dx

Untuk menyelesatkan integral yang memuat bentuk akar
kuadrat, maka dibutuhkan substitutsi trigonometri agar bentuk akarnya
hilang. Faktor substitusi yang digunakan bergantung pada bentuk
substitusi yang diberikan. Setelah peubahnya disubstitusi dengan fungsi
trigonometri yang sesuai, maka bentuknya menjadi fungst trigonometri
yang dapat diselesaikan dengan menggunakan rumus reduksi atau
rumus sebelumnya yang telah dipelajari.

1. Subsitusi Trigonometri
Subsitusi trigonometri efektif digunakan untuk integral yang

memuat bentuk Va2 — x2, Va2 + x2, atau Vx2 — a2 tabel berikut ini
merupakan daftar substitust trigoometri yang efektif untuk
meghilangkan tanda akar karena adanya identitas trigonometri yang
relevan.

Tabel 4.1 Daftar Substitusi Trigonometri

Bentuk Substitusi Ide““tas .
Trigonometri
[aZ — 52 x=asin@ 1 —sin%@ = cos?6
-2<0<7
2 2
[aZ + b2 x=atg0 1+ tg?0 = sec?6
~_T<p<t
2 2
Y2 — g2 x =asecl sec?0 — 1 =tg?6
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0S9<§atauns
3
6<7

Contoh soal

1.

2.

J- dx dx

x2V4—-x2

Penyelesaian:

Misalkan: x = 2 sint maka dx = 2 costdt

2
x
t

sint——

cost = makaZcost—\M—x2

f dx f __ 2costadt
x2vVa—x2 7 x2Va—xZ = 2sint22cost

= % [ sec?tdt
=lctgt +c
Va—x2
4x
e
Penyelesaian:

Misalkan: x = tg t maka dx = sec?t dt
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V1+x2

x=tgt

1
cost—m
sect = V1 + x2

dx f sec?t dt

Vitxz sect
= [sectdt

=In[sect +tgt]+c
=In[V1+x% +x] +c¢

2. Strategi untuk Menghitung [ tg™xec™x dx
a. Jika pangkat dari secan adalah bilangan genap (n = 2k),
simpan satu faktor sec?x dan gunakan : sec?x = 1 + tg2x
untuk menyatakan faktor yang tersisa dalam tangen:
[ tgMxsec?*x dx = [ tg™x sec? x sec? xdx
= [tg™x(1 +
—b+Vb%-4ac

2a
Selanjutnya substitusikan 4 = tg x.

tg?x) sec’*x dx

b. Jika pangkat dari tangen adalah bilangan ganjil (m = 2k +
1), simpan satu faktor secx tgx dan digunakan tan?x =
sec?x — 1 untuk menyatakan faktor yang tersisa dalam
secan:

[ tg#*ixsec?x dx = [(tg?x )sec™ lxsecx tg x dx

=f(x—1)xsecxtg xdx
Selanjutnya subsitusikan 4 = sec x
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E. Rumus Reduksi untuk Integral Fungsi Trigonometri

Rumus reduksi dalam integral memiliki banyak fungsi karena
dalam menyelesaikan sebuah persoalan matematika tidak cukup
menggunakan satu rumus. Rumus-rumus yang digunakan untuk
menyelesaitkan persosalan integral bentuk trigonometri dengan
menggunakan rumus reduksi. Reduksi berarti pengurangan pangkat
tingei menjadi pangkat kecil sehingga persoalan integral dapat
diselesaikan.

1. Integral Sinus
Berikut adalah formula untuk menentukan integral sinus
berpangkat banyak
af sinffudu=a (—% sin®u.cosu +
n-1

— sin™ 2y du),n >2
Contoh soal:

Tentukan [ 2sin® x dx dengan menggunakan rumus reduksi.
Penyelesaian:
Dengan menggunakan rumus di atas,n = 3 maka:

i 1. 3 3-1 . 3
[ 2sin3x dx = 2(—;sm3 1x. cosx+Tfsm3 2 xdx)
1, 2 . .
=2 (—;smzx. cosx +§smfsmxdx)
1 . 2
= 2(—§sm2x. cosx —Zcosx) + C

=— gcosx(sinzx +2)+C

2. Integral Cosinus

Berikut adalah formula untuk menentukan integral Cosinus
berpangkat banyak
af cos®udu=a (% cos™ 'u.sinu + nT_1 f cos"‘z) udu;n >
2

Contoh soal
Tentukan [ cos*xdx dengan rumus reduksi.
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Penyelesaian:
Dari soal diperoleh n = 4, dan dengan menggunakan rumus reduksi
cosinus:

1 - . 4-1 -
[ cos*xdx = Scos*Mx.sinx +— [ cos*2

xdx
1 3 . 3 2
= Jcos x.smx+:fcos x dx,
sehingga
4 1 3 . 3 /1 . 1
[ cos*xdx = S Cos x.sinx + Zsm2x+ >X +C

1 3 . 3 . 3
== . S sin2x + 2
Zcos x.sinx + —sin2x +-x + C

3. Integral Perkalian Sinus dengan Cosinus Berpangkat Banyak

Jika ditemukan bentuk soal integral trigonometri perkalian sinus
dengan cosinus berpangkat banyak maka rumusnya sebagai berikut:

. 1 . -
[ sin™cos™u du = — (sin™lu.cos™ u) +
n-1 . -
— [ sin™u.cos™ *u du
m+n 1 m-1
Atau = — (sin™ 'u. cos™u) + — [ sin™ 2u du
m+n m+n

Contoh soal

Tentukan 2xsin?(3x2 — 1) [ cos (3x2 — 1)dx

Penyelesaian:

Peneyelesaian persoalan diatas dilakukan dengan pemisalan sebagat
berikut:

Misalkan: u = 3x2 — 1, maka du = 6xdx atau

1
dx = a,

. 1 10 .

J 2xsin*ucosu—du = - [ sin*ucos u du
101,

=3 (;Sln3u + C), dan dalam x

= %sin3(3x2 -1D+C

sehingga:
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4. Integral Tangen Berpangkat Banyak

Integral tangen berpangkat banyak maksudnya adalah untuk
menentukan hasil integral dari tangen berpangkat dua atau lebih
dengan formula:

[ tan™ udu = ﬁtan”‘lu — [tan™? udu
[ atan™(Ax + B)dx = %[ﬁtan”‘l(Ax +B) —
[ tan™2(Ax + B)dx]

Contoh Soal

Tentukan [ tan? xdx

Penyelesaian:

Dari soal diperoleh n = 2, sehingga dengan menggunakan rumus di
atas:

[ tan? xdx = ﬁtanz‘1 x— [tan?>2xdx =tanx — [dx =
tanx — x + C atau

tan®x = sex?x — 1,sehingga: [ tan’xdx = [ (sec?x —

Ddx =tanx—x+C

5. Integral Cotangen Berpangkat Banyak

Integral cotangent berpangkat banyak maksudnya adalah untuk
menentukan hasil integral dari cotangen berpangkat dua atau lebih
dengan formula berikut:

[ cotan™udu = — ﬁcotan”*u — [ cotan™ ?udu

[ acotan™(Ax + B)dx = %[———cotan™(Ax + B) —
A* n-1

[ cotan™?(Ax + B)dx]

Contoh Soal:

Tentukan [ cotan® xdx

Penyelesaian:
1 - -

[ cotan™ udu = — — cotan" ' u — [ cotan™ 2 udu, maka:
1 - -

[ cotan® xdx = — S cotan®~tx — [ cotan®2 xdx
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1

= —>cotan®x — [ cotandx
1

= - Ecotanzx — In(cosx)

= —icotanzx + In(secx) + C

6. Integral Secan Berpangkat Banyak

Berikut formula yang digunakan untuk menentukan integral dari
fungsi secan berpangkat banyak (n > 2), karena untuk secan
berpangkat dua sudah diberikan hasil integralnya

1 - n-2 -
[ sec™udu = —sec"?utanu + Ef sec™ 2 udu

Contoh Soal:

Tentukan [ sec3x dx

Penyelesaian:

Jika disesuatkan dengan rumus, maka diperoleh pangkatnya adalah n =
3, sehingga

[ sec™udu = ﬁsec"‘2 utanu + ':Tzl [ sec™ 2xdx maka,

3=2xdx

1 - 3-2
J sec®xdx = — sec® 2xtanx + = [ sec
1 1
= —secxtanx + > [ secxdx

= %secxtanx + %Inlsecx + tanx +C

7. Integral Cosecan Berpangkat Banyak

Berikut formula yang digunakan untuk menentukan integral dari
fungsi cosecan berpangkat banyak (n > 2), karena untuk cosecan
berpangkat dua sudah diberikan hasil integralnya .

1 -
[ cosec™udu = — Ecosec" 2y cotanu +
n-2 -

— [ cosec™ ?udu

n-1

Contoh Soal:

[ cosec3xdx

Penyelesaian:
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Jika disesuaikan dengan rumus maka diperoleh pangkatnya adalah n
3

[ cosec™udu

[ cosec3xdx =

1 - n-2 -
—— cosec™ 2y cotanu + Ef cosec™ %udu

1 -
-3- 1cosec® 2xcotanx +

3-2 - 1 1
Py [ cosec®2xdx = — - cosecx.cotanx + - [ cosecxdx

1
— cosecx. cotanx + > In| cosecx —
cotanx] +C
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BAB IX
INTEGRAL FUNGSI IRASIONAL

A. Rumus Yang Perlu Dihafal

Fungsi irasional merupakan fungsi yang melibatkan satu atau
lebih polinomial radikal. Integral fungsi irasional dapat mengandung
fungsi linier, kuadratik ataupun fraksional linier. Berikut ini beberapa
bentuk integrasi tak tentu untuk fungsi irasional beserta solusinya,

dx 2
1.fm=;\/ax+b+(3

2. \/ax+19 dx—3 (ax+b)3?+C
_ 2(ax— 2b)
3= m Vax+b+C

3a 2
4. [ x\ax+b dx= % (ax+b)**+C
dx __1 Vax+b—+ b-ac
S'IW_W?-_W n e AW o +C ,untuk b - ac > 0.

dx _ 1 -1 ax+b
6.f—(x+c)m—mtan ’a o +C ,untuk b - ac < 0.

7.f (Edx =~ flax + b)(ex + d) - 2=

cx+d

Je(ax + b)| + €, untuk 2> 0.

ax+b _ _ ad-bc —1 [a(cx+d)
8. [ —dx= J (ax + b)(cx + d) ae At [T+

C,untuka<0,c>0.

2_ 2,2
0. f x2 \/ax_+dx—2(8a 12;1;:;:1513 )( x+6)>2+C

In|\/a(cx + d) +

2(8a2—4abx3b2x )
10.f 75 s Venthre
dx 1 Va+bx—va
. fm— 7 ez Verpeya) * € »uatuka> 0.

a+bx
N

12fxm—ﬁ |+C untuk 2 < 0.

dx _ =1 x;tl
13. f(x_a)(hﬂ)— 2 sin /x_b+C
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2
14. fm J_ln|2ax+b+2\/a(ax +bx+c)|+C ,
untuk 2 > 0.

15.fﬁ——J—_s n~1 Z2bZ —4ac + C , untuk 4 < 0.
16, VAT ¥ aPdx = 3NAE ¥ @ + T
17.fxmdx=§(x +a2)3/2+C

18. [ x2VxZ + a2dx = %‘(Zx2 + az)m—%lnh +

VxZ +a?|+C
19.f‘/?dx=—‘/’?+ln|x+m|+c

20. [ = = Infx +VxZ+a?| +C

21.fm =VxZ+aZ +aln| 2=
2. [ 2 ’“‘" =VxZ+aZ+C

23, f%—-m-—mwmnc
24. fx x2+a? nla+\/:2+a2 +C
zs.fmdx=5m—§1n|x+M|+c
26. fxx/ﬂdx=§(x2—a2)3/2+c

27. [ Wrea g —m+asin‘1%+c

28. [ xz 2 dx = — xz_a2+ln|x+\/x2—a2|+(3

+C

+Vx2+a2?

2. [ == =In|x +Vx2 —a?|+C
30.f\/& Vx?2—a?+C
31. f\/;i IVxZ —a2+—ln|x+\/x2—a2|+C
32, fx —— =—Zsm 1—+C
dx 1
f(x+a)w/x2—a2 a x+a+C
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1 x+a

34. f(x a)\/xz—a T aNx— a+C
_ Vx%2-a?
35. p Tz-a — +C
x
36. f(xz_az)s/z =Tz xz—a +C

37. [(x? —a?)%/?dx = -3 X@2x?-5a®)WxZ—aZ + 3%‘lln|x +
VxZ—a?|+¢C

38. [ VaZ —x2dx = 2VaZ =2 + Lsin 12 4+

39. [xVaZ — x2dx = —%(a2 —x2)32+C

40. [ x2VaZ —x2dx = g(sz —a®)VaZ —x2 + %sin'1 2 +C,

untuk a > 0.

—JC

M. [ Ay =VaZ —xZ +aln| +C
la +\/ 2_x2
-— 2_
42. f” X dx = =YX Gn-1X 4
x a
43, f—r = Sin_1£+ C
44.f\/:2‘i_" ,/—_xz_,_c
5. | oz = =5V =27 + Gsin 12 4+ C
dx 1 —x
40-J Fo = +C
1 Ja+x
47 f(x a)Vaz—x T 2+a- x+C
_1 bx+a?
>0. f(x+b)\/a2—x_ \/bz_ a(x+b) + C,untuk b > 4.
51. f 1 In x+b
(x+b)\/a2—x2 \/az—b2 Va?z—b2Vaz—x2+aZ+bx
_ Vaz-x2
Sz‘f = g +C

53. f(a? — x?)%/%dx = E(Sa —2x%)Waz —x2 + %sm‘” +C

|+ €, untuk b



dx _ X

@ = e T C

54. [

B. Bentuk Irasional Satu Suku
Bentuk integrasi irasional satu suku yaitu bila pada suatu fungsi
radikal mengandung suku tunggal x. Penyelesaiannya dapat dilakukan

dengan melakukan substitusi y = 3/x dimana n merupakan kelipatan
persekutuan terkecil dari pangkat akarnya Contoh untuk integral

bentuk irasional satu suku, adalah [ —\/_dx

Untuk menyelesaikan persamaan tersebut, kita gunakan n = 4 sehingga
untuk substitusinya adalah y = Y/x.

y=Vx
x =y*
dx = 4y3dy

dari persamaan tersebut kita subtitusikan ke dalam persamaan
integralnya,

4+f
sehingga menjadi,

4y3d
f4+J—y y

selanjutnya disusun bentuk integralnya,
5 2y4,3 3
vy y @+y“)y” — 4y
4y3dy =4 dy =4 f
f4+‘/ Y= 4+y? Y 4+y2 dy

4y3

— 3

4fy dy — 4f4+y2dy
4+v2

=4fy3d —16[—( YW 4y

—4fy3dy 16fydy+16f

4+2
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hingga diperoleh,

- 3 v —
—4fy dy 16fydy+64f4+y2
untuk suku terakhir 64 Y _dy dapat diselesaikan dengan melakukan

dy

4+y?
substitusi dengan memisalkan kembali u = 4+y2
u = 4+y?
du=2ydy
persamaan integrasi 64 [ 4:;2 dy dapat dituliskan menjadi,
y 2y du
64f4+y2dy= 32f4+y2dy= 32[T= 32inful+C

bila dikembalikan menjadi bentuk y, maka diperoleh

y _ 2
64f Ty? dy = 32 In|4+y*|+ C

jadi untuk keseluruhan integrasi tersebut diperoleh solusi
y
= 3 A
= 4fy dy 16fydy+ 64f4+y2dy

=y*—8y%? +32In|4+y?|+C
dan bila dikembalikan menjadi bentuk x, maka diperoleh
=x—8Vx+32In|4+Vx| + C

sehingga,
f— X o= x — 8Vx + 32 In|4+VR| + C
4++/x

C. Satu-satunya Bentuk Irasional
Integrasi bentuk ini terbagi atas dua jenis radikal. Bentuk radikal

pertama adalah Vax? + bx + c. Penyelesaian analitknya dapat
dilakukan rasionalisasi secara substitusi menjad: bentuk,

5 b\%2 [b?-—4ac
ax“+bx+c = a(x+—) —|—
2a 4q
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Substitusi u = x + 2%, sebagai contoh bentuk integrasi yang memuliki

radikal satu-satunya Vax? + bx + ¢ sebagai berikut,

f \/x2 + 2x + 3
u—x+z—x+ﬁ—x+1
turunan pertama untuk # adalah,
u=x+1
du = dx
bentuk radikal disusun menjadi
) ) 22-4-1-3
x*+2x+3=(x+1)"— —2 1

4 —

12
x2+2x+3=(x+1)2—( )=(x+1)2+2

sehingga bentuk integral menjadi

\/x2+2x+ f,/(x+1)2

substitusi x dengan # men] ad1

J(x+ 1)2+2 fJ(u)2+2

penyelesaian integrasi dengan substitusi

u =2 tanb

dengan turunan pertamanya adalah,

du = V2 sec?6 do
kedua bentuk ini disubstitusikan pada

V2sec’0dd [ VZsec’0d®  [V2sec?6do
\/(\/7 tane)z +2 V2 tan?6 + 2 V2 sec?6
2 sec6 do
% = fsec 6do
sec
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hasil integrasi ini adalah,
= fsec@d@ =In|tan 8 + secO|+ C

bila variabel 6 dikembalikan menjadi #

u vu? +
=In|tan @ + secO|+ C=In|—= + ——— +C
VZ Nz

selanjutnya bentuk ini variabel # dikembalikan menjadi x
x+1 N Jo+ 12 +2
V2 V2
jadi solusi dart integrasi tersebut adalah,
f |x+1 (x+12+2
=ln +
m vz 2

=ln +C

+ C

Radikal lainnnya adalah /g, yang penyelesaian analitiknya dengan

mensubstitusi radikal tersebut dengan # Sebagai contoh bentuk

integrasinya adalah sebagai berikut,

x+2
f Lc_gdx

untuk menyelesaikannya misalkan # sebagai,

x+2
x—3

u=

dari persamaan tersebut dilakukan pemisahan variabel agar diperoleh
variabel x yang akan dilakukan substitusi ke persamaan integralnya.

X+ 2
x—3
uw?(x—3)=x+2
xu?—-3u?=x+2
xu? —x=3u%+2
x(u?-1)=3u?+2
3u?+2
uz—-1

u? =

X =
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uz -1 +u2—1
S
x= uz—1

dari persamaan ini, dilakukan diferensiasi pertama sehingga diperoleh,

d 10u d

=———0du

A

kemudian, untuk menyelesatkan integrasinya dilakukan substitust
terhadap persamaan integral awalnya menjadi,

dengan mengubah bentuk persamaan rnenjadi fraksi parsial diperoleh,

1 1 1 1
(- !
Of 2+ D T dw 1 =D  rw-12)
hasil integrasinya adalah,
1
=In|lu—-1|+

= -10( Uy + 1] - —— . )+ ¢
= z M 2w+ D) 4 4w—1)
bila dikembalikan menjadi ke bentuk semula dengan variabel x maka

diperoleh,
x+2 2 1
K=

| )

atau dapat ditulis juga rnen)ad1

+2 5 ’ +2
=VX+ VX— + X_+1 —Eln §_—3—1 +C

=-10 11
= — —Zn

-3
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D. Subsitusi Trigonometri

Dalam penyelesaian integrasi irasional dapat juga dilakukan
dengan substitusi menggunakan fungsi trigonometri. Bentuk radikal
Va2 — x2, Vx2 — a2, dan Va? + x2 yang dapat diselesaikan dengan
substitusi. Bentuk trigonometri ini berdasarkan pada dalil Pythagoras.

C

Gambar 9.D.1 Tlustrasi hubungan x, # dan radikal Va? — x2.

Substitusi untuk variabel x dengan fungsi trigonometri dapat
dituliskan,

. X
sing = -
a

x =asin@

V& — x2=Ja2 — (asin ®2=\/a2(1 — sin® 0)=v/2*(cos? 0)

sehingga hasil dari akar tersebut adalah
|acos 8| = acos 8

Namun perlu diingat, ketika melakukan subtitusi, batasan integral
untuk nilai 6 pada rentang -1/2 < 0 < n/2.

Untuk bentuk Vx? — 42 diilustrasikan sebagai berikut,

<
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Gambar 9.D.2 Tlustrasi hubungan x;, # dan radikal Vx2 — 42.

a
cosO = -
X
a
= =asecH
cos 0

V2 — = /(a sec )% — 2=y P(sec® § — 1)=& (tan? 0)
sehingga hasil dari akar tersebut adalah
latan 8| = atan 0

Dalam proses substitusi integrasi, batasan integral untuk nilai 6

diberikan pada rentang 0 < 6 < n, dimana nilai ¢ tidak sama dengan
/2.

Bentuk berikutnya adalah Va? + x2,

Ja® + x?

(6
a
Gambar 9.D.3 Ilustrasi hubungan x; # dan radikal Va? + x2.

Substitusi untuk variabel x dengan fungsi trigonometri dapat
dituliskan,

x
tan@ = -

a
x =atan

V& + 3= /42 + (atan 0?=\/2(1 + tan? )=/ (sec? 0)
sehingga hasil dari akar tersebut adalah,
|asec 8| = asec @
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Serupa dengan bentuk Va? — x? , ketika melakukan subtitusi, batasan
integral untuk nilai 0 bentuk ini, pada rentang -n/2 < 0 < n/2.

Sebagai contoh dalam menyelesatkan integral irasional dengan
melakukan substitusi trigonometi, perhatikan soal berikut ini,

1. [V16 + x2dx
2. [x3Vx?—1dx

3. f\/l)_(de

Penyelesaiannya sebagai berikut,

1. [V16 + x2dx

Bentuk substitusi untuk x adalah x = s tan @, yang tentunya dari
persoalan ini nilai #? adalah 16, sehingga nilai  adalah 4.
Jadi diketahui,
x =atan@
x =4tan @
bentuk turunan pertama dari x adalah,

dx =4sec’6do
kedua bentuk ini akan disubtitusikan pada

f\/ 16 + x2dx

sehingga menjadi,
= fJ16 + (4 tan 6)2(4 sec? 0 dO)

- f V16 + 16 tan? 6(4 sec? 6 d6)

= f V16(1 + tan? 6) (4 sec? 6 dO)

= f4 V1+ tan? 6(4 sec? 0 d6)
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diketahui sec? @ = 1 + tan? , sehingga menjadi,
= 16f\/sec2 6 sec? 0 d
=16 f sec® 6 do

1 1
=16 [Esec Otan 6 + Elnlsec 6 +tan 0| + C]

dari bentuk ini, kita kembalikan menjadi bentuk variabel x dengan
V16+x2
4

V16 +x2 «x

PR
16T 2
4

mengganti tan 6 = f dansec 8 =

1VI6 +x%x 1
=16|]>———-+=In
27 4 42

1 1
=16 3—2X\/ 16+x2 +§ln
16 16 |x+V16 + x2
=—x/16 +x2+—In ‘—‘ +C

+C

%
|

32 2 4
Jadi solusi untuk integral ini adalah,

16 16 |x+V16 + x2
f\/16+x2dx=3—2x 16+x2+71n Tx +C

2. [x3Vx2 — 1dx

Bentuk substitusi untuk x adalah x = sec 6 dengan nilai ¢ = 1. Jadi
diketahui,

x=secH
bentuk turunan pertama dari x adalah,

dx=secOtan 6 do
kedua bentuk ini akan disubstitusikan pada

fx3\/x2 —1dx
sehingga menjadi,
= fsec39 Vsec?0 — 1 (sec 6 tan 6 dO)
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diketahui sec? § = 1 + tan? , sehingga menjadi
= f sec30 +/tan?0 (sec 6 tan 6 dO)

= f sec*@ tan?0 d6

3 tan30 tan50

+C

dari bentuk ini, kita kembalikan menjadi bentuk variabel x dengan
mengganti tan 0 = vx2 -1

=(“x23_1)3 +( x25_1)5+c

bila disederhanakan bentuk pangkatnya menjadi 3 dan penyebutnya
menjadi 15, maka solusinya menjadi,

- 11—5(3x2 -2) (\/x2 - 1)3 +C

Jadi solusi untuk integral ini adalah,

1 3
fx3\/x2—1dx=E(3x2—2) (\/xz—l) +C

X
3. f —dx
Bentuk substitusi untuk x adalah x = sin 6 dengan nilai 2 = 1. Jadi
diketahui,
x=sinf
bentuk turunan pertama dari x adalah,

dx=cos 6 do
kedua bentuk ini akan disubstitusikan pada

x
dx
f\/l—xz

sehingga menjadi,
f sin@ (cos 6 d6)
= | ——=\(C0S
V1 - sin26
diketahui sin? @ + cos? § = 1, sehingga menjadi,
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sin Ocos 0

- Vcos?0
_ J‘ sin Ocos 0 40

cos 8
=fsin9d9 = —cos0+C
dari bentuk ini, kita kembalikan menjadi bentuk variabel x dengan
mengganti cos @ = V1 —x2=—-V1—-x2+C

Jadi solusi untuk integral ini adalah,

x
dx = —J1-x2+C
f\/l—xz

134



BAB X
INTEGRAL TERTENTU

A. Pengertian dan Kegunaan Integral
1. Pengertian Integral

Integral merupakan bentuk operasi matematika yang menjadi
kebalikan (invers) dari operasi turunan dan limit dari jumlah atau suatu
luas daerah tertentu. Berdasarkan pengertian tersebut ada dua hal yang
dilakukan dalam integral sehingga dikategorikan menjadi 2 jenis
integral. Pertama, integral sebagai invers/kebalikan dari turunan
disebut sebagai Integral Tak Tentu. Kedua, integral sebagai limit dari
jumlah atau suatu luas daerah tertentu disebut integral tentu.

Integral adalah  sebuah  konsep  penjumlahan  secara
berkesinambungan dalam matematika. Integral dan
inversnya, diferensiasi, adalah operasi utama dalam kalkulus.
Integral dikembangkan menyusul dikembangkannya masalah dalam
diferensiasi, yaitu matematikawan harus berpikir bagaimana
menyelesaikan masalah yang berkebalikan dengan solusi diferensiasi.
Lambang integral adalah [ .

Bila  dilihat berdasarkan data kemudian  diberikan
suatu fungsi fdari variabel real x dengan interval [4, 4| dari sebuah
garis lurus, integral tertentu

f bf (x)dx

didefinisikan sebagai area yang dibatast oleh kurva f, sumbu-x;
sumbu-y, serta garis vertikal x = 2 dan x = b dengan area yang berada
di atas sumbu-x bernilai positif dan area di bawah sumbu-x bernilai
negatif.

Kata integraljuga  dapat  digunakan  untuk  merujuk
pada antiturunan, sebuah fungsi IF yang turunannya adalah fungsi /.
Pada kasus ini, ia disebut sebagai integral tak tentu dan notasinya ditulis
sebagai berikut.

F=[f(x)dx

Prinsip-prinsip dan teknik integrasi dikembangkan terpisah

oleh Isaac Newton dan Gottfried Leibniz pada akhir abad ke-17.
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Melalui teorema fundamental kalkulus yang mereka kembangkan
masing-masing, integral terhubung dengan diferensial: jika fadalah
fungsi kontinu yang terdefinisi pada sebuah interval yang dimana
keadaan inerval tersebut tertutup [, 4], jika
antiturunan I dari fdiketahui, integral tertentu dari fpada interval
tersebut dapat didefinisikan sebagai:

b
Jo f()dx = F(b) - F(a)
Integral dan diferensial menjadi peranan penting dalam kalkulus
dengan berbagai macam aplikasi pada sains dan teknik.

2. Kegunaan Integral
Manfaat integral dalam kehidupan sehari-hari diantaranya adalah:
a. Bidang Matematika
1) Menentukan luas suatu bidang,
2) Menentukan voluem benda putar,
3) Menentukan panjang busur
b. Bidang Ekonomi
1) Mencari fungsi asal dari fungsi marginalnya (fungsi
turunannya)
2) Mencari fungsi biaya total
3) Mencari fungsi penerimaan total dari fungsi penerimaan
marginal
4) Mencari fungsi konsumsti dari fungsi konsumsi marginal,
5) Mencari fungsi tabungan dari fungsi tabungan marginal
6) Mencari fungsi kapital dari fungsi investast
c. Bidang Teknologi
1) Penggunaan laju tetesan minyak dari tangki untuk
menentukan jumlah kebocoran selama selang waktu
tertentu
2) Penggunaan kecepatan pesawat ulang alik Endeavour
untuk menentukan ketinggian maksimum yang dicapai
pada waktu tertentu
3) Memecahkan persoaalan yang berkaitan dengan volume,
paanjang kurva, perkiraan populast, keluaran kardiak, gaya
pada bendungan, usaha, surplus konsumen
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d. Bidang Fisika
1) Untuk analisis rangkaian listrik arus AC
2) Untuk analisis medan magnet pada kumparan
3) Untuk analisis gaya-gaya pada struktur pelengkung
e. Bidang Teknik
Penggunaan Integral dapat membantu programmer dalam
pembuatan aplikasi dari mesin-mesin yang handal. Misal: Para
enginer dalam membuat desain mesin pesawat terbang,.
f. Bidang Medis
Dosimetri adalah 11 radioterapi, intinya dosimetri tersebut
memakai high energy ionizing radiation, salah satu contohnya
yaitu sinar-X. Disini ilmu matematika khususnya integral sangat
berpengaruh dalam proses pengerjaanya, dimana penembakan
laser nantinya membutuhkan koordinat yang tepat. Pada integral
dibahas volume benda putar dengan metode cakram, cincin, dll
(dengan begini dapat mengukur volume tumor, jikalau pasca
penembakan laser volume menurun, maka operasi berhasil).

3. Aplikasi Integral
Integral dapat diaplikasikan ke dalam banyak hal. Dari yang
sederhana, hingga aplikasi perhitungan yang sangat kompleks.
Kegunaan integral dalam kehidupan sehari-hari banyak sekali,
diantaranya menentukan luas suatu bidang, menentukan volume benda
putar, menentukan panjang busur dan sebagainya. Integral tidak hanya
dipergunakan di matematika saja. Banyak bidang lain yang
menggunakan integral, seperti ekonomi, fisika, biologi, teknik dan
masth banyak lagi disiplin ilmu yang lain yang mempergunakannya.
Berikut merupakan aplikasi-aplikasi integral yang telah
dikelompokkan dalam beberapa kelompok perhitungan. Penjelasan
lebih lanjut dapat dilihat pada keterangan yang diberikan.
a. Pada bidang Teknik
Pada bidang Tekhnik penggunaan turunan dapat
membantu programer dalam pembuatan aplikasi dari mesin —
mesin yang handal. Contohnya : Para Enginer dalam membuat
/ mendisain mesin — mesin pesawat terbang.
b. Pada bidang Matematika
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Turunan digunakan untuk pencarian dalam limit, yang
bentuk soal limitnya harus di faktorkan atau di kalikan terlebih
dahulu dengan akar sekawan. Selain itu , Aplikasi turunan juga
digunakan untuk menentukan persamaan garis singgung.
Contoh penggunaan Turunan untuk menentukan Garis

singgung:
Tentukan persamaan garis singgung dariy = = x3 - 2x2 - 5 pada
titik (3,2).
Jawab :
y=fx)=x3-2x2-5
y = f(x)=3x2 - 4%, £’3) = 3(3)?-4(3) =15; m = 15.
Rumus pers. Garis singgung :
y-Yo = m (x-Xo)
maka garis singgung fungsi diatas adalah :
y—2=15(x—3)atauy = 15x— 43

c. Pada bidang Ekonomi

Penerapan Turunan parsial dalam bidang ekonomi antara
lain digunakan untuk menghitung fungsi produksi, konsep
elastisitas, angka pengganda, optimisasi tanpa kendala, dan
optimisasi dengan kendala (fungsi lagrange). Pada bidang
ekonomi fungsi turunan dipakai untuk mencari biaya marjinal,
yaitu dengan cara menurunkannya dari persamaan biaya total.
Bisa ditulis biaya marjinal = biaya total’. Para matematikawan
mengenal biaya marjinal sebagai dc/dx, turunan C terhadap x.
dengan demikian dapat didefinisikan harga marjinal sebagai
dp/dx, pendapatan marjinal sebagai dR/dX, dan keuntungan
marjinal sebagai dp/dx.
Berikut contoh soal :
Sebuah perusahaan mempunyai biaya 3200 + 3,25x — 0,0003x2
dengan jumlah persatuan x=1000. tentukan biaya rata-rata dan
biaya marjinal?
Penyelasatan
biaya rata-rata = C(x)/x

= 3200+3,25x-0,0003x% / x
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= 3200+3,25 (1000)-0,0003(1000) 2/ 1000

= 6150 / 1000 = 6,15
Maka biaya rata-rata persatuan yaitu 6,15 x 1000 = Rp.6150
biaya marjinal = dc/dx

= 3,25-0,0006x

= 3,25-0,0006 (1000)

=2,65
maka biaya marjinalnya, 2,65 x 1000 = Rp.2650 Pada x=1000

Dari hasil di atas, dapat dikatakan bahwa dibutuhkan

Rp.6150 untuk memproduksi 1000 barang pertama dan
membutuhkan Rp. 2,65 untuk membuat 1 barang setelah
barang yang ke 1000, hanya dibutuhkan Rp. 2650 untuk
membuat 1000 barang yang sama.

. Pada bidang Fisika

Besaran Turunan adalah besaran yang terbentuk dari satu
atau lebih besaran pokok yang ada. Besaran adalah segala
sesuatu yang memiliki nilai dan dapat dinyatakan dengan angka.
Misalnya adalah luas yang merupakan hasil turunan satuan
panjang dengan satuan meter persegi atau m pangkat 2 (m?2).
Luas didapat dari mengalikan panjang dengan panjang.

Berikut ini adalah berbagai contoh besaran turunan sesuat
dengan sistem internasional/SI yang diturunkan dari sistem
MKS (meter - kilogram - sekon/second) :

1) Besaran turunan energi satuannya joule dengan lambang
J

2) Besaran turunan gaya satuannya newton dengan lambang
N

3) Besaran turunan daya satuannya watt dengan lambang W

4) Besaran turunan tekanan satuannya pascal dengan

lambang Pa

5) Besaran turunan frekuensi satuannya Hertz dengan
lambang Hz

6) Besaran turunan muatan listrik satuannya coulomb
dengan lambang C
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7) Besaran turunan beda potensial satuannya volt dengan
lambang V

8) Besaran turunan hambatan listrik satuannya ohm dengan
lambang ohm

9) Besaran turunan kapasitas kapasitor satuannya farad
dengan lambang F

10) Besaran turunan fluks magnet satuannya tesla dengan
lambang T

11) Besaran turunan induktansi satuannya henry dengan
lambang H

12) Besaran turunan fluks cahaya satuannya lumen dengan
lambang In

13) Besaran turunan kuat penerangan satuannya lux dengan
lambang Ix

e. Pada bidang Ekonomi

Operast hitung integral dapat diterapkan dalam persoalan
ekonomi, misalnya dalam integral tak tentu digunakan
menghitung fungsi total, dan dalam integral tertentu digunakan

untuk menghitung surplus konsumen dan surplus produsen.
Jika diketahui fungsi demand dan supply suatu barang,
operasi hitung integral dapat dipakai untuk menghitung surplus
konsumen dan sutplus produsen pada saat market

equilibriumatau pada tingkat harga tertentu.
1) Surplus Konsumen

Konsumen yang mampu atau bersedia membeli
barang lebih tinggi (mahal) dari harga equilibrium PO akan
memperoleh kelebihan (surplus) untuk tiap unit barang
yang dibeli dengan harga P,. Pada saat equilibrium,
jumlah total pengeluaran (total expenditure) konsumen =
P,. X,. yang dalam gambar ini adalah luas empat persegi
panjang Ogpc, sedangkan konsumen yang tadinya
bersedia membeli barang ini lebih tinggi dari harga P,.
akan menyediakan uang yang banyaknya = luas daerah
yang dibatast kurva demand yang sumbu tegak P, sumbu
mendatar X, dan garis ordinat x = X,. (yakni = luas
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daerah Oypr.). Karena itu, besarnya surplus konsumen
yakni selisth antara jumlah uang yang disediakan
dikurangi dengan jumlah pengeluaran nyata konsumen
sehingga surplus konsumen dapat dinyatakan sebagai
berikut:

SK = Luas OABF' — Luas OABC‘

2) Surplus Produsen

Surplus produsen adalah selisth antara hasil
penjualan barang dengan jumlah penerimaan yang
direncanakan produsen dalam penjualan sejumlah
barang. Pada saat harga terjadi price equilibrium P,, maka
penjual barang yang bersedia menjual barang ini dibawah
harga P,. akan memperoleh kelebihan harga jual untuk
tiap unit barang yang terjual yakni selisth antara po
dengan harga kurang dari P,.

Sedangkan, pada saat equilibrium, penjual barang ini
akan menerima hasil penjualan barang sejumlah P,. X,
yang dalam gambar adalah luas empat persegi panjang
0ABC, sedangkan sebenarnya penjual barang ini bersedia
menerima sejumlah uang yang banyaknya = luas daerah
yang dibatasi kurva supply dengan sumbu P, sumbu X
dan garis ordinat x = X,,. (yakni luas daerah O4pgg.), maka
penjual barang ini akan memperoleh surplus produsen
(penjual) sebanyak berikut ini:

SP = Luas Oygpc- — Luas daerah Oypg

f. Pada bidang Teknologi

1)

2)

3)

Penggunaan laju tetesan minyak dari tangki untuk
menentukan jumlah kebocoran selama selang waktu
tertentu.
Penggunaan kecepatan pesawat ulang alik Endeavour
untuk menentukan ketinggian maksimum yang dicapai
pada waktu tertentu.
Memecahkan persoaalan yang berkaitan dengan volume,
paanjang kurva, perkiraan populast, keluaran kardiak, gaya
pada bendungan, usaha, surplus konsumen.
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g. Pada bidang Kedokteran

Dosimetri adalah suatu lmu cabang dari, intinya dosimetri
ttu pakai high emergy inoniging radiation, salah satunya sinar-X
berarti kerjaannya jadi tukang rontgen, lebih tepatnya analisis
hasil rontgen, berarti pembahasannyatentang penyakit dalam.

Kalkulus berperan pada saat penentuan lokasi koordinat
penembakan laser. Pada kalkulus integral di bahas volume benda
putar dengan metode cakram, cincin dll (dengan ini kita dapat
mengukur volume tumor, kalau pasca penembakan laser volume
menurun, maka operasi berhasil). Aplikast kalkulus yang kedua
adalah mengkur fungsi pergerakan kulit tumor setiap waktu,
tujuannya, agar setelah tumor hilang, laser tidak ditembakkan
lagi (takut merusak organ). Sekedar catatan, ada juga sember lain
yang menganggap tumor adalah sistem fluida, jadi hukum-
hukum fluida juga penting untuk lmu dosimetri.

B. Luas Daerah dan Volume Benda Putar
1. Luas Daerah
Luas Daerah yang Dibatasi Kurva
Untuk menghitung luas daerah yang dibatasi suatu kurva dengan
sumbu x dapat kita gunakan konsep integral tentu.

Y

y = f{x)

Gambar1
Luas daerah
D1 atas Sumbu x
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b
f f(x)dx
a
Di bawah Sumbu x

— fbf(x)dx

Atau

a
f f(x)dx
b
Misalkan kita dibertkan gambar berikut,

Gambar 2

maka luas A;dan A, adalah:
b
Laydan a,= J f(0)dx - [ f(x)dx

2. Volume Benda Putar

V=rm f:(f(x))zdx = f: y2dx
Perhatikanlah ilustrasi jika suatu bidang datar dirotasikan
terhadap sumbu 'Y
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Gambar 3

Contoh Soal :
1) Tentukanlah luas daerah bidang tersebut dan tentukan juga
volumenya seandainya bidang yang diarsir tersebut diputar
terhadap sumbu x.

4
Y
/Y=2X
0 X
1 3
Gambar 4

Lprsiran = f13 2x dx
= [x%)3
=(3)*-(1)?
=9-1
= 8 satuan luas dan
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3 3
VBenda putar = fl ) dx=r fl (2x)? dx
nf34x2 dx
<[],
4.(3 4.(1)3
=n (M) -x (205
=36n-§n

4

2
= 34; 7 satuan volume

dst

C. Panjang Kurva dan Luas Permukaan Benda Putar
1. Panjang Kurva

Akan dicari panjang busur suatu kurva y=f(x) diantara x=a dan
x=b

Y y=f(x)
8
1
i /)\°
! o
A i s L)
a—— ' : V/ Oy
i ! P 4
0] @ —.l L b X
8x —
f—— T

Gambar 5 dan 6

Misalkan P adalah titik (x,y) dan Q adalah suatu titik pada
kurva di dekat P. misalkan §x= panjang busur kecil PQ.
Maka :

2 o 2 2 (3s)* (®y)?
(85)% = (8x)2+ (8y) oz = 1 oz

2 (85) 8y~ 2
@1+ & o 1+ D
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JkaSx 50 == /1+()2 s=f 1+ &

dx
Contoh :
Carilah panjang dari kurva y = 10 cosh 110 diantara x = -1 dan x = 2
Jawaban :
y= 10cosh1x—0 s = f_21 1+ (g—i)z . dx
d . x d . x x
d—iz sinh — 1+ (—y)2 =1 +smh2—=cosh2—
s —f cosh2 =.dx= f cosh o dx= [10 smh
0l_1
s =10 (sinh 0,2 — smh(—O,l)) sinh —x = — smh x

§ =10 (sinh 0,2 + sinh 0,1) = 10(0,2013 + 0,1002)
5 =100,3015 = 3,015 satuan

2. Luas Permukaan Benda Putar

Jika busur suatu kurva diputar mengelilingi sebuah sumbu, maka
putaran ini akan membentuk suatu permukaan. Carilah luas permukaan
benda-putar yang terjadi jika busur suatu kurva y=f(x) diantara x=x
dan x=x, diputar satu putaran penuh mengelilingi sumbu-x.

v y=flx) v
1
1
- H
- A '
]
1
o x, X2 X 0 s X
\
\
\
\
Gambar 7 dan 8
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